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Informacje o materiale

¢

Niniejszy materiat zostal przygotowany jako wsparcie
edukacyjne do nauki i powtérek z Analizy Matematycznej 1.

Skrypty pomocnicze do Analizy Matematycznej 1

© Wszystkie prawa zastrzezone.

Material przeznaczony jest wylgcznie do uzytku osobistego nabywcy.
Kopiowanie, udostepnianie, odsprzedaz, publikowanie lub
rozpowszechnianie catosci badz fragmentéw bez zgody wiasciciela

praw jest zabronione.

Materiat ma charakter edukacyjny i stanowi pomoc w nauce.
Nie gwarantuje uzyskania okreslonego wyniku egzaminu

lub zaliczenia przedmiotu.

Jak korzystac ze skryptu

1. Najpierw przeczytaj wyjasnienie pojecia.

2. Nastepnie przeanalizuj przykiad.

3. Sprébuj przewidzie¢ kolejny krok przed przeczytaniem rozwigzania.
4

. Na konicu sprawdz sekcje ,,Zapamietaj”.
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Wprowadzenie

MODUL 01 Fundamenty, ktére trzeba rozumieé

Co wihasciwie oznacza funkcja? —— —

Dziedzina, przeciwdziedzina i zbiér wartosci
Jak czyta¢ wykres funkgji

Funkcja odwrotna

Potegi, pierwiastki i logarytmy
Trygonometria potrzebna w analizie

Przeksztalcenia algebraiczne, ktére ratuja rozwiazanie
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Granice krok po kroku
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Granica funkcji w punkcie

Granice jednostronne
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MODUL 04 Pochodne i ich sens

Od zmiany do pochodnej

Definicja pochodnej
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Podstawowe wzory

Regula iloczynu i ilorazu

Regula fancuchowa

Monotonicznosdc i ekstrema

Badanie funkgji
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MODUL 05 Calki bez zgadywania

Co oznacza calka?

Funkcja pierwotna

Podstawowe wzory catkowe
Catkowanie przez podstawienie

Catkowanie przez czgsci

Catka oznaczona

Pole pod wykresem

Jak wybra¢ metode catkowania?

Mapa Analizy Matematycznej 1
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Analiza staje sie prostsza,
kiedy rozumiesz, co robisz

*

W Analizie Matematycznej problemem czesto nie jest sam wzdr.
Trudnos¢ pojawia si¢ wezesniej: student nie wie, dlaczego mozna uzy¢
wlasnie tego wzoru, co oznaczajg poszczegdlne symbole i od ktorego
kroku zaczgc.

Ten skrypt zostal zbudowany dokfadnie po to, aby wypetnic te luke.

SAMODZIELNA

{ POJECIE — INTUICJA — WZOR — PRZYKEAD —> "/ o

POJECIE — Co dokladnie oznacza termin matematyczny.

INTUICJA — Jak mozna go rozumie¢ bez formalnego jezyka.
WZOR — Jak zapisujemy te ide¢ matematycznie.
PRZYKLAD — Jak uzywamy jej w konkretnym zadaniu.

SAMODZIELNA DECYZJA — Jak rozpozna(,
kiedy wykorzysta¢ dang metode.

Nie ucz si¢ tylko procedury

(Cj)/ Jezeli zapamietasz wylacznie kolejne kroki rozwigzania,

niewielka zmiana w zadaniu moze Ci¢ zatrzymac.
Jezeli rozumiesz ideg stojaca za metoda,

znacznie latwiej rozpoznasz wlasciwg droge.
\ J

Zaczynamy od fundamentéw, poniewaz wlasnie tam powstaje wigkszosé
probleméw, ktére pdzniej wygladaja jak problemy z granicami,
pochodnymi lub catkami.
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MODUL 01

Fundamenty,
ktore trzeba rozumie¢

L

Funkcje, algebra, logarytmy i trygonometria
jako jezyk calej analizy

Zanim zaczniesz ficzgc’ jmnice L Pochodne, musisz swobodnie
roz,ooznawaé funkcje, ich dziedziny, Przekszfafcenia a[geﬁraiczne
oraz Podsfawowe wlasnodci Ioofqg, fogo.ryfméw L funkcji
frjjonomefrjczngch :

FUNKCJE
l
ALGEBRA

d
GRANICE

d
POCHODNE
y
CALKI

Jezeli fundamenf J'est nEePewnﬂ, kaidy kofejn&' ef.‘aP

wymaga. wigcej Po,mis;ci L wie;cej' zgad.tjwa.nia.
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Funkcja to regula
przyporzadkowania

Funkcja przyporzadkowuje kazdemu
dopuszczalnemu argumentowi dokladnie jedng wartosé.

Co oznaczaja symbole:

f : X — Y e X — zbiér argumentow

x — f(x

e Y — zbidr, do ktdrego naleza mozliwe wyniki

) e X — argument

e f(x) — warto$¢ funkeji dla argumentu x

Funkcja moze by¢ opisana:

wzorem
tabelg
wykresem

stownie

diagramem przyporzadkowania

Przykiad.

Niech f(x) = 2x +1.
SR Gy @
@ =2 54127

Liczba 3 wchodzi do reguty f,
a wynikiem jest 7.

f ™

Relacja, ktéra przyporzagdkowuje jednej  y 4
wartosci x dwie rozne wartosci y,

nie jest funkcjg y = f(x).

X 2
[ 5
8
Do 3 przyporzqdkowano

dwie rézne wartosci.

To nie jest funkcja.

f Zapamietaj

Jednemu argumentowi

r

| 471 funkcja nie moze

przypisa¢ dwoch
roznych wartosci.

\ A

A Typowy btad

A Funkcja to zawsze

rownanie.

Réwnanie lub wzér

jest tylko jednym ze
sposobéw opisania funkcji.

L=
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Trzy zbiory,
ktorych nie wolno myli¢

1. Dziedzina

Zbi6r argumentéw, dla ktérych

funkcja jest okreslona.

Dy

2. Przeciwdziedzina

Zbiér zadeklarowany przy
definiowaniu funkcji jako zbior
mozliwych wynikéw.

3. Zbiér wartosci

Te elementy przeciwdziedziny,

ktore funkcja rzeczywiscie przyjmuje.

Przyklad
f:R—=R
flx) = 2

Jak znajdowa¢ dziedzine?

L 2
N
PRZECIWDZIEDZINA (ZADEKLAROWANA)
0 e g —— ~
G ) | s
[ |
I |
I h |
DZIEDZINA |—| FUNKCJA |—p! ZBIOR !
¥ : WARTOSCI :
| |
[ |
R Yoo | — |
b e o o &7
i
Zbiér wartosci C Przeciwdziedzina
J

® Dziedzina: R

® Przeciwdziedzina: R

® 7Zbiér wartosci: [0, +o0)

@ Przeciwdziedzina i zbidr

wartoéci nie muszg by¢
tym samym.

o Mianownik: nie moze by¢ réwny zero.

Pierwiastek parzystego stopnia: wyrazenie pod

pierwiastkiem musi by¢ = 0.

Logarytm: argument logarytmu musi by¢

dodatni.

1
Przyklad: = — x# 2
Przyklad: +x-3 — x2=23
Przyklad: In(x+1) — x> -1

Szybka kontrola

9,

Dla jakich wartosci x to wyrazenie w ogéle ma sens?
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*

Wykres to informacja,
nie ozdoba

Y A v
Maksimum 5
lokalne 1. Jaka jest wartosé f(a)?

v fx) — ZnajdZ a na osi OX, przejdz
, pionowo do wykresu i odczytaj

100 N A N Funkcja %

Przeciecie maleje wysokosc.

z osig OY:

floy = ? 2. Gdzie f(x)=0?

— Szukamy miejsc przecigcia

Funkcja wykresu z osig OX.

rosnie

L I R et

0 Xy x 3. Gdzie funkcja jest dodatnia?
I'l . T — Tam, gdzie wykres znajduje si¢
f‘“he_;\f;.cp zerowe Minimum nad osig OX.
(f(x)=0) lokalne

4. Gdzie funkcja ro$nie?
€ Miejsce zerowe — argument x, dla ktérego f(x) = 0.

€ Monotoniczno$¢ — informacja o tym, czy funkcja wartosci funkeji rosng.

— Tam, gdzie wraz ze wzrostem x

w danym przedziale rosnie, maleje lub pozostaje stala.

; ; s 5
¢ Ekstremum lokalne — punkt, w ktérego otoczeniu 5. Gdzie funkcja maleje?

funkcja przyjmuje szczegdlnie duzg lub szczegdlnie — Tam, gdzie wraz ze wzrostem x

mata warto$é wartosci funkeji maleja.

Po co Ci to pozniej?
¢
Granice opiszg zachowanie wykresu w poblizu punktu.

@ Pochodne pozwolg matematycznie wykrywaé jego wzrost, spadek i ekstrema.

Catki pozwolg mierzy¢ wielko$ci zwigzane z obszarem pod wykresem.
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Funkcja odwrotna

cofa dzialanie funkcii

Jesli funkcja f przeksztatca warto$é wejsciowa x X

w warto$¢ wyjéciowa y, to funkcja odwrotna f !

pozwala wréci¢ od y z powrotem do x.

X

JC

f—l

A

e
x

A f!(x) nie oznacza 1/f(x).

Przyktad: znajdz funkcje odwrotng do f(x) =2x + 3.

o Zapisz funkcje: y=2x+3 Sprawdzenie:
9 Zamien role x i y: x=2y+3 f(f‘l(x))=x
9 Rozwiaz wzgledem y: x—=3=2y Podstawiamy f~'(x) do f(x):
3= x -3
» x=3
2 2 [ } +3=x
; = Xe=3
Whiosek: [~ (x) =
2
Warunek istnienia funkcji odwrotnej (intuicyjnie): Flxy=2x+ 3 £ (%) x=3
2
Jezeli dwie rozne wartosci x prowadza do tego Yy A Y A )
samego Y, nie mozna jednoznacznie odtworzy¢ y=x S y=x
wartosci wejsciowej. 3 e 34 4
Moéwimy wtedy, ze funkcja nie jest 7 o
roznowartosciowa. 4 s & 5
WS g B3R x 0 x
To intuicyjne pojecie ,,réznowartosciowosei” 2 ST
2

wystarcza na tym etapie — bez formalizmu.

o
L

a nie warto$¢ liczbowg funkcji.

=3

O Zapamietaj
: Funkcja odwrotna odwraca przyporzadkowanie,
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Reguly, ktore
pojawig si¢ wszedzie

Zestaw najwazniejszych wlasnosci algebraicznych,

ktére wykorzystamy p6zniej w granicach, pochodnych i calkach.

@ Potcgi

m
m+n a -n . 1 1
a"-a"=a — =a (@™ =ad™ | a"=—= a® =Va
a a
B Al AT o X 3 588 @ w5 1 1 >3
292 =g 2108 = =x (x*)’ =x 5P===— | 87 =48=2
x 5 25
@ Pierwiastki
| 5 Pierwiastek kwadratowy oznacza wartos¢ nieujemna,
VX© = I x | dlatego dla dowolnego rzeczywistego x poprawnym wynikiem

jest | x|, a nie zawsze x.

© Logarytmy

loga b = ¢ oznacza dokladnie: a“ = b Warunki:
e a>0 ‘
log (xy) = log, x+log, y e azl Typowy blad
e x>0
lo (i) =log x-1lo
8a y 8a 8a Przyklad: log(x Fy)r=dogx +logy
; In(e®) =3
loga (x ) =k lOga X In to logarytm naturalny * =

o podstawie e.

° Miniéwiczenie kontrolne Odpowiedz: 5
Uproéé: 11»1(32) + ln(e?’) Uzasadnienie: ln(ez) =72, ln(e3) =3
wiec 2+ 3 =5.
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Trygonometria bez nadmiaru:
tylko to, czego naprawde uzyjesz

4

Nie traktuj trygonometrii jako osobnego rozdziatu do zapamigtania.

To niewielki zestaw zaleznosci, ktdre stale wracaja w analizie
— przy granicach, pochodnych i catkach.

o Najwazniejsze funkcje

; sin x
Sin X COS X fan x =

COS X

® sinx icos x s3 okreslone dla wszystkich liczb rzeczywistych.

® tan x nie istnieje tam, gdzie cos x = 0.

@ Toisamos¢ podstawowa

Dzigki niej mozemy zamienia¢ wyrazenia z sin’x na cos’x

Sillzx + COSzx = ] i odwrotnie.

. )
sinx = 1 —cos’x = 1-sin’x = cos’x

9 Najwazniejsze wartoéci e Radiany |
: . Radian to naturalna jednostka kata (cos x, sin x)
X sin x Cos X 5. :
uzywana w analizie matematycznej.
0 0 1 :
i X
; » o b | o
?1'/6 1/2 ﬁlrz . [nrad—lSO ] {ZTEI'H.C]—BGO ] 0 :;;:
/4 2/2 TR e
/ \/_f 1/_/ . Wazna uwaga: wzory na pochodne funkeji
n/3 V3/2 1/2 . trygonometrycznych majg swojg standardowy
/2 1 0 posta¢ wtedy, gdy kat mierzymy w radianach.
(- ™
',  Zapamietaj
- @ - Nie musisz pamigtac calej trygonometrii.
UL W Analizie Matematycznej 1 najwazniejsze sg:
- B > ) sin x
podstawowe wartosci, sin“x + cos"x = 1, zalezno§¢ tan x = =
oraz rozumienie radianow.
. S
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(Czasem problem nie jest z analiza.
Problem jest z algebra.

Kilka prostych przeksztalcen algebraicznych bardzo czesto decyduje
o tym, czy zadanie z granicy, pochodnej lub catki da sie rozwigzac
czysto 1 elegancko.

o Wylaczanie wspolnego czynnika

| Najwazniejsze pytanie
[ gl B E x(x - 3) ] e  przed trudnym zadaniem

® Wylaczanie wspdlnego czynnika pozwala wydoby¢ strukture Czy moge najpierw

uprosci¢ wyrazenie?

ukryta w zapisie rozwinigtym.

9 Wzory skroconego mnozenia 5
Proba zastosowania zaawansowanej
&= bz = (a + b)z = (a - b}z = metody przed uproszczeniem czgsto
=(a-b)(a+b)||=a*+2ab+b*||=a*-2ab+b*| : prowadzi do niepotrzebnego
| skomplikowania zadania.

® Przykiad praktyczny:

)
x" -4 |
[x2—4=(x—2}(x+2)} E > dlax;e2]=
. | [ ZL0ZONE WYRAZENIE ]

® To przeksztalcenie bedzie kluczowe przy granicach.

Y

9 Wspolny mianownik Ty
1 1 | e l)=e | 1 SKRACANIE /
x x+1 x(x+1) x(x+1) WSPOLNY MIANOWNIK /
SPRZEZENIE
O Racjonalizacja [ 1 ’
® Przyktad: vx -2 / \
® Mnozymy przez wyrazenie sprzgzone: v/x + 2. PROSTSZA STRUKTURA
Wyrazenie sprzezone rzni si¢ znakiem : ‘L
migdzy skladnikami. "
® Korzystamy z tozsamosci: [(a -b)(a+b) = a’ - bz] [ WtAS’C,WA METODA

® Pozwala to usungé ucigzliwy pierwiastek z licznika lub mianownika.

-~

V. Zapamietaj

Dobre przeksztalcenia algebraiczne to skréty myslowe.

— Ulatwiaja dalszg analiz¢ i prowadza do wlasciwego rozwiazania.
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Co musisz umiec,
zanim przejdziesz dalej?
L 4

Mapa kontrolna na koniec Modutu 01.
Upewnij si¢, ze opanowales podstawy.

’ 4§ .
€ runkcJE €@ ALGEBRA
® wyjaéni¢ wlasnymi sfowami, czym jest funkcja e rozkladac réznice kwadratow
e odrézni¢ argument od wartosci funkgji o wylgczaé wspolny czynnik
e okresli¢ podstawows dziedzine e sprowadza¢ utamki do wspdlnego
mianownika

e odczyta¢ informacje z wykresu b _
e korzystal z wyrazenia sprzezonego

L A . i

€ POTEGI I LOGARYTMY @ TRYGONOMETRIA

Wyswietlac i rozpoznawac: s SRty b eseyi=1
o a® v qt 4

=5 sin x
® a ® fanx =

Cos X
o x?
e In(e®) ® zna p!odstawowe wartosci funkgji
Sin X 1 COS X

¢ warunek: argument logarytmu > ()

@ Sprawds si¢ S Y N

1 ) @ Odpowiedzi
LA | @ rR\(#)

O (x-3)(x+3)
Nie, v/x2 = |«

Jaka jest dziedzina f(x) =
Uprosé¢ x* —9.
Czy /%2 = x dla kazdego x?

Ile wynosi In(e”)?

(3]
(4]
(5]

-

Q00O

Ile wynosi sin? x + cos®x?

LY ! 4

_‘@‘_ Jesli te pie¢ pytan nie sprawia Ci trudnosci,
L/ mozesz spokojnie przejs¢ do granic.

-

ALGEBRA
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MODUL 02

Granice krok po kroku

*

Jak opisywac¢ zachowanie funkcji,

nawet wtedy, gdy bezposrednie podstawienie nie wystarcza

W tym module nauczysz ste inferforefowa,c' gra,nicg J'a,ko oPis zachowania

funkr_ji , rozpoznawat Poa!sfawowe rocizc‘tfe granic oraz dobieraé odpowiedniat

strategie obliczer do danej sytuacji.

Granica nie pyta przede wszystkim:

Ile wynosi funkcja
dokladnie w tym punkcie?

Pyta:

Do jakiej wartosci zbliza sie
funkcja, kiedy argument
zbliza si¢ do danego punktu?

GRANICE JEDNOSTRONNE

ylt

INTUICJTA

|

GRANICA W PUNKCIE

\
¢

NIESKONCZONOSC

y

POSTACIE NIEOZNACZONE

\

DOBOR METODY

lim f(x)=L

X—=d

a

X

I
AY

.

_@'_ Nie patrzymy tylko na punkt.
Patrzymy na zachowanie funkcji wokol niego.
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Granica opisuje kierunek,
do ktdrego zmierza funkcja

*
Granica pozwala opisac¢ zachowanie funkgji blisko pewnego punktu,
nawet wtedy, gdy funkcja nie jest w tym punkcie okreslona.

Sprawdzmy to na konkretnym przykfadzie.

Przyk}ad Wartosci funkgji blisko x = 1
O x*—1 x f(x)
ozwazmy funkcje f(x) = o 0.9 1.9
Dla x = 1 bezposrednie podstawienie daje —, Uit 522
e e ; 0 0,999 1,999
wyrazenie nie jest okreslone.
1,001 2,001
Dla x # 1 mamy 1,01 2.01
#=1=(x=1)(x+1), 1,1 2.]

(x=1)(x+1)

zatem f(x) = . =x+1 Do czego zblizaja si¢ wartosci funkeji?
x f—
dla x # 1. [ 2 ]
\ J
Zapis granicy Interpretacja graficzna
A =x+1
iy et = ¢ y y
x->1 x—1 e “

Znaczenie symboli
e lim — granica

e x = 1 — argument zbliza sie do 1

e 2 — warto$¢, do ktorej zblizaja sig

e G gy

wartosci funkgji

=Y

Kluczowa idea: Granica moze istnie¢, nawet jesli funkcja
nie jest w punkcie okreslona lub ma w nim inna wartos¢.

@

Zapamietaj
Wartos$¢ funkeji w punkcie i granica funkcji w tym punkcie
to dwa rozne pytania.

”
\II
‘@’
-

A
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Najpierw sprawdz
najprostsza rzecz: podstawienie

¢

Ay ! rs
=

Jezeli po bezposrednim podstawieniu otrzymasz zwykla liczbe,
to zwykle jest to warto$¢ granicy.

o Przykiad 1
lin% (x2+3x-1)

Wielomiany sg ciagle
dla wszystkich liczb
{ rzeczywistych,

Podstawiamy bezposrednio:

2243-2=-1=446=1=9

PROCEDURA POSTEPOWANIA

|

1. PODSTAW

Y

2. Czy otrzymates

. postaé nieoznaczona.
| = 0 To nie jest wynik!

2=7 0

i wigc podstawienie awvkla liczbe?
L £ : wyklg liczbe?
(i) | J
x—2
L J Y Y
( ) TAK NIE
o Przyktad 2 . :
zakoncz roZpoznaj problem
lim X+ 2 i wybierz metode
=1 %+ Mianownik po
Podstawiamy bezposrednio: i podstawieniu (
e 3 : nie jest zerem g ol - e .
T L (1+440), g e jest wynikiem granicy.
o ERE 3 ::;Elz;ffa To sygnal: musze przeksztalcic
b e il ' wyrazenie.
S
'l ™\
Przykiad 3 (
O 1y &1 ® Typowy biad
lim £ — R s
=2 x—2 ; Zobaczyé — i napisaé ,granica nie istnieje”.
i Otrzymali$m
Podstawiamy bezposrednio: ; / J To bigdne!

0
dowdéd, ze granica nie istnieje.

to postaé nieoznaczona, a nie automatyczny

Mini zadanie — sprawdZ sam!
Oblicz: lin} (2x2-x+1)
x—

%4

Odpowiedz: 16
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MODUL 02

Do punktu mozna
zbliza¢ sie z dwoch stron

x—=a x—=at

< L P >
a X

* Granica lewostronna: lim f(x) — patrzymy na warto$ci x mniejsze od a,
T

ktore coraz bardziej zblixiajq sie do a.

* Granica prawostronna: lim f(x) — patrzymy na wartosci x wigksze od a,
X—a

ktore coraz bardziej zblizaja sie do a.

@ lim f(x) istnieje wtedy, gdy lim f(x) = lim f(x)

Xx—a X—a xX—a

L -

o Przyklad: granica istnieje

£l lim f(x) = 2
s = [ lim f(x) =2 ]
lim f(x) =2 4
. & =1
0 1 X

e Przyklad: granica obustronna nie istnieje

lim f(x)=1
x—=0" .
— 1 # 3 | granica obustronna
lln[}f(x) =3 nie istnieje
x—r
0 x
, g e —
V~  Zapamietaj -
o e A v
= Aby istniala granica w punkcie,
obie strony muszg spotkac sie Wartos¢ f(a) nie decyduje
na tej samej wysokosci. sama w sobie o istnieniu granicy.
7 . s
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Co dzieje sie z funkcja,
ody x rosnie bez konca?

Zapis x — oo nie oznacza, ze x dochodzi do liczby co (bo taka liczba nie istnieje).
Oznacza to, ze badamy zachowanie funkcji dla coraz wiekszych wartosci x.

Analogicznie, x — —oo dotyczy coraz bardziej uyjemnych argumentéw.

1
o Przyklad 1: f(x) = s 4
| T we i —
x i y X rosnie, wartosci 14
% sg coraz blizsze zera.
10 0,1
100 | 0,01 1 :
2 lim —=0 Galaz wykresu zbliza sie
1000 0,001 SR do osi x, nie przecinajac

jej nigdy.

To prosta, do ktérej wykres funkgji zbliza sie,

Asymptota pozioma gdy argumenty rosng (bardzo dodatnie lub bardzo ujemne).

Dla funkcji f(x) = % asymptotg poziomg jest prosta y = 0.

\ J
. 3xf 2
Przyklad 2: lim ———
r3o0 x==1] ;
Dla bardzo duzych x najwigkszy wplyw maja skladniki najwyzszego stopnia. lim 3x°+2 =3
Mamy 3x? + 2 =~ 3x% oraz ¥* — 1 = x%. xse0 x2—1
2
Zatem ulamek zachowuje sie jak 3—12— = 3, wiec granica réwna si¢ 3.
X
d ™\
. i ; P(x)
e Dla funkcji wymiernej f(x) = —— przy x — oo:
Dominujgce Q(x)
potegi ® Gdy stopien P(x) jest mniejszy niz stopien Q(x) — czesto lim f(x) = 0.

e Gdy stopnie P(x) i Q(x) sa réwne — granica jest réwna ilorazowi wspélczynnikéw
przy najwyzszych potegach.

e Gdy stopien P(x) jest wigkszy niz stopienn Q(x) — funkcja moze rosnaé bez ograniczen
(granica moze by¢ oo lub —o0).

:@, Zapamietaj
Przy x — oo zwykle najwazniejsze sq te sktadniki, ktdre rosng najszybciej.
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Postac¢ nieoznaczona
nie jest odpowiedzia
L 2

b < , . . » " ’ . .
= @ - Posta¢ nieoznaczona to wynik posredni, ktéry nie pozwala jeszcze

okresli¢ granicy. Oznacza: trzeba wykonac dalszg analize.

Najwazniejsza postac na tym etapie

\

-

; X . X
9 lim = @ lim —
x—0 X

x—=0 X
Dla x # 0: Dla x # 0:
X = it
p —
X

-

.
0 lim =
x—=0 x

Dla x # 0:
X

x2

1
x
. Gdyx-+0*,to%—++m.

¢ Gdyx— 0, t0 + > —o.

|

(wartosci skonczonej)

[ Brak wspdlnej granicy ]

.

e

@ W kazdym z trzech przykladéw podstawienie prowadzi do 0/0,
ale wynik jest zupelnie inny. Dlatego 0/0 nie okresla granicy.

-

Pozostale postacie nieoznaczone

=)=l (][

N

/ .

Zwroc uwage

Na poziomie Analizy Matematycznej 1
metoda zalezy od rodzaju funkcji oraz

narzgdzi poznanych na kursie.

i

L

oy

-

@ Czy otrzymalem wynik, czy tylko sygnal, Ze musze¢ przeksztalci¢ wyrazenie?

==

L
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Gdy pojawia sie 0/0,

L ] Y 4 L
poszukaj ukrytego wspolnego czynnika
—¢
Gdy w granicy otrzymujemy postac 0/0, czesto oznacza to,
ze licznik i mianownik maja wspolny czynnik.
Roz16z na czynniki, skroc ten czynnik i dopiero wtedy oblicz granice.

lim

x*—4
x=32 x—2

Przyklad giéwny:

o Krok 1 — podstawienie

To postac

2 2 p

lim x4 — 2" -4 = 9 nieoznaczona.

x=2 x—2 2-2 0 Nie konczymy
zadania.

@ Krok 2 — rozloz licznik

a?-b*=(a-b)a+b)
2=4=(x=-2)(x+2)

0 Krok 3 — zapisz ponownie
P =
[lim x?— 4 (x—2)(x + z)]
x=2 x—2

x—2
o Krok 4 — skro¢ wspdlny czynnik
Dla x # 2 czynnik (x — 2) skraca sie,

= lim

x=2

zostaje: I 5
xl—]}:l‘z G2 ale dla x #

6 Krok 5 — oblicz granice
[ lim (x+2)=2+2=4 ]

Odpowiedz:

[ ;_

.............................................................

f

Przyklad do samodzielnej praktyki

: Oblicz granice:

| figy 22

: x=3 x—3

i Wskazowka: Odpowiedz:

b x2—9 = (x=3)(x+3) [ 6 J

_____________________________________________________________
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Skracamy tylko
w poblizu 2,

2.

~

Bardzo wazne!

®

Skracamy czynnik x — 2 dla argumentow
w poblizu liczby 2, ale réznych od 2.

Nie skracamy zera.

-

Idea graficzna

Prosta y = x + 2 jest wykresem funkcji f(x) = x + 2.

x* -4

x=2

ale bez jednego punktu przy x = 2.
y A
5 4

Wyrazenie daje ten sam wykres,

y=x+2

4..
3..

A1

l..

T R S e
Y

-1+

Poza punktem x = 2 obie opisy (prosta y = x+ 2
2

i wyrazenie ) daja te same wartosci.

Schemat dziatania

. rozléz na czynniki

. poszukaj wspélnego czynnika
. skrac

. dopiero wtedy ponownie podstaw.




Gdy przeszkadza pierwiastek,
UZyj wyrazenia Sprz¢zonego

W granicach czgsto pojawia si¢ roznica zawierajgca pierwiastek.
Wyrazenie sprz¢zone pomaga pozby¢ si¢ pierwiastka z licznika lub mianownika.

Krok 1 — podstawienie

To postac
M = E nieoznaczona.
4-4 0 Nie koriczymy
zadania.

Krok 2 — rozpoznaj strukture

W liczniku mamy % =2
Wyrazeniem sprzezonym jest v/x + 2.

Krok 3 — pomnoz licznik 1 mianownik
przez wyrazenie Sprz¢zone

ax =2 _ x5
x—-4 Jx +2

-

\]I
‘@’

-

Racjonalizacja nie jest trikiem.
Jej celem jest przeksztalcenie
réznicy z pierwiastkiem w zwykle

wyrazenie algebraiczne.

Kluczowe tozsamosci

(a-b)a+b)=a*-b>

ﬁ Przyktad do samodzielnej praktyki
L

Oblicz: i \/} L4y
S e el , ; 1m
0 Krok 4 — uzyj réznicy kwadratow ! =9 x-9
(VE-2)(Vx+2)=x-4 | i |
! Odpowiedz: = !
x—4 6 i
(x — 4)(Vx + 2) S e R S s ;
merr— /~ ~
o Krok 5 — skr6¢ wspolny czynnik Jak rozpozna¢ t¢ metode?
Zastosuj wyrazenie sprzezone, jesli:
Dla x # 4: g5t = 1 ® po podstawieniu otrzymujesz
(- 4)(‘/} +2) ‘/; +2 postaé nieoznaczona % oraz
: ¢ w liczniku lub mianowniku
o Krok 6 — pOdStaw ponownie wystepuje roznica zawierajaca
P 1 1 1 1 pierwiastek.
_!;l-rprall \/E EEW) = ﬂ ) . g n Z Wiedy sprawdz wyrazenie sprz¢zone
i pomnoz licznik oraz mianownik
~. - il przez nie.
- Odpowiedz: T
- \ J
: N
Bardzo wazne!
Wyrazenie sprz¢zone zawsze ma postac z tym samym pierwszym skladnikiem,
ale ze zmienionym znakiem przy drugim skladniku. J

3
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Kilka granic, ktore warto
rozpoznawac od razu
*

Te granice pojawiajg si¢ bardzo czgsto. Rozpoznanie wzorca pozwala
szybko doprowadzi¢ obliczenia do wyniku.

I
\l.r
‘@’
=
\

Te cztery wzorce s3 fundamentem wielu uproszczen granicznych. Rozpoznaj — przeksztal¢ — zastosu;.
To kluczowa umiejetnos¢ w analizie matematyczne;j.

r N [ N
o Granica trygonometryczna 9 Granica zwigzana z funkcjg wykladnicza
.. Sink i . pE=d
lim =1 lim =1
x=0 X x=0 X
® kat x musi by¢ mierzony w radianach. . . : s
o intuicja: dla bardzo matych x mamy sinx = x. ® pojawia sie naturalnie przy badaniu funkeji e*.
Wariant uiyteczny: e w dalszej czesci kursu laczy si¢ bezposrednio
. z pochodng funkeji e*.
. sin(ax)
lim ——— =a
x—=0 X
Dlaczego? Przeksztalcamy:
sin (ax) & e sin (ax) s ahlen
x ax =20
Przyklad: fieg 2 Gx) _ 3
3 x—0 X e )
' B y ™\
o Granica logarytmiczna o Wzorzec prowadzacy do liczby e
L 1 )"
limM=l llm(l+—-) =e
x =0 x n—oo n
¢ dla malych x mamy In(1 + x) = x. [ i (1+ l)x - ]
® czesto wystepuje przy uproszczeniach Ears L4
wyrazen logarytmicznych. ® wzorzec definiujacy liczbg e.
® przy bardzo duzym wykladniku lub mianowniku
otrzymujemy liczbe e.
o / A
r - z \
Wzorzec granicy dziala tylko wtedy, gdy wyrazenie lith sin (5x) = E sin (5x) E o E
moina przeksztalci¢ do odpowiedniej postaci. =0 2x 2 S5x == 2 2
. . aan » \_V_J
Zawsze najpierw upros$c¢ i doprowadz do wzorca. y
. sinu
wzorzec: lim =]
\ u—0 U )
' R i ™ ™
TRYGONOMETRIA WYKLADNICZA LOGARYTM WZORZEC e
X
3 7| e [P bhasn 2| e
NN S N (e
». J S J \ 2 3 g
Zapamietaj
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Granice: najpierw diagnoza,
potem obliczenia

¢

Algorytm wyboru metody obliczania granicy.

€ XROK 1 — PODSTAW

Czy otrzymujesz

—)»l TAK —P[ najczesciej to wynik granicy ]

konkretna liczbe?
S

NIE

= [ przejdz do kroku 2

J

€@ KROK 2 — CO OTRZYMALES?
v v v v v

r N N N i = T s N
0/0 00/ 00 rozne granice Wyrazenic sl g
f : jednos%cronne oL M Pief“g;’ {S]tek
s 3
S Sprawdz: przy x — 0
. mniki . « o
rozklad na czynniki | | et =l S liNey s |
$ s acate ranica obustronna i chnicy Sprawdz:
® dzielenie przez A ol
e wspdlny mianownik & P ! nie istnicje. standardowej IR
. i dominujacy skladnik sprzezone.
® wyrazenie sprzgzone sinix
e granice standardowe %71 —» 1
\ AN 2N E.E P J

TRZY SZYBKIE PRZYKLADY DIAGNOSTYCZNE

2
lim (x% +1 lign = =2 figp V1¥2¥ =1
@ iy O imX- @ jm il
Podstawienie: 2 +1 =5 ; Podstawienie: et B ¢ Podstawienie: — Bt 0
v 353 0 0 0

Wynik: 5

Wynik: nieokreslony (0/0)
Metoda: bezposrednie

podstawielle Metoda: rozklad i skracanie

Wynik: nieokreslony (0/0)

Metoda: wyrazenie sprzezone

Najwazniejsza umiejetnosé
To nie jest zapami¢tywanie jak najwiekszej liczby sztuczek.
To rozpoznanie: ,,Jaki problem strukturalny widze w tym wyrazeniu?”

€

M~_ ZAPAMIETA] — mini-checklista
E @ ¥ Rozumiem, czym granica rézni sie od wartosci funkgji. Wiem, kiedy rozkladac na czynniki i skracac.
= Wiem, kiedy potrzebne sa granice jednostronne. Wiem, kiedy zastosowaé wyrazenie sprzezone.

Wiem, co oznacza posta¢ 0/0 oraz co /oo, Wiem, kiedy rozpozna¢ granice standardowe.
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MODUL 03
Ciaglos¢ i nieciaglosci
¢

Kiedy wykres mozna prowadzi¢ bez ,,przerwania”
i co doktadnie oznacza to matematycznie

In?fuicw'n.{e funkg’a ciq.gfa. wyglq.c{a. tak, J'a.kbb« mozna bj’fo na.rb{sowa.c'
J'%,r' wykres bez odrgwania otdwka od kartki. Ale w analizie mafemafjcznej
Pofrzebuj'emy bardziej Precyzw'nego kryferium¢

MAPA MODULU

- N
WARTOSC GRANICA ZGODNOSC CIAGLOSC [ WARUNEK |
FUNKCJI TYCH DWOCH FORMALNY
INFORMAC]I s i
: J :
CO MOZE SIE ZDARZYC? | SEE |
CIAGEOSC DZIURA SKOK l
VA L YA i ( 3
SKOK
/V ,,/Q :
i | : il
= i : : [ ASYMPTOTA ]
0 a x 0 a x 0 a X l
Wartoséé funkeji i granica Granica istnieje, Granice jednostronne DIAGNOSTYKA
w punkcie @ s sobie rowne. | ale wartos¢ funkeji : istnieja, ale sa rozne.
i w punkcie a jest inna
lub funkcja nie jest okreslona.
[ A

s ' * Ciaglos¢ nie oznacza tylko ,ladnego wykresu”.
@ Jest precyzyjng zgodnoscig miedzy wartoscig funkcji
a jej granica.
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Ciagglos¢: brak niespodziewane;j
zmiany w punkcie

Zanim poznamy Sciste kryterium, zbudujmy intuicje.
Jesli x zmienia si¢ tylko troche, a wartosci f(x) réwnieZ zmieniajg si¢ w przewidywalny
spos6b, mamy intuicyjny obraz ciaglosci.

o Przyklad funkgji ciaglej: f(x) = x* w punkcie x =2 y 4
Im bardziej x zbliza si¢ do 2, tym bardziej f(x) zbliza sie do 4,
doktadnie wartosci f(2).
x fa)=x |
1,9 1 | PN T | i
1,99 3,9601 Gdy x — 2,
2 4 flx) = 4,
2,01 4,0401 ol
2,1 4.41 ‘_
x

9 Przyklad braku ciaglosci w punkcie x = 1

Gdy x zbliza si¢ do 1, wartosci funkcji daza do 2
(zachowanie wykresu wskazuje na 2),

ale wartos$¢ funkcji w punkcie wynosi 4.
Zgodno$c jest przerwana.

' ™

lirr{ f(x) =2 (wartosé, do ktorej dgzg wartosci)
f(1) =4 (warto$¢ funkeji w punkcie)

Zatem lin} fiix) 2 fi(1).

L r,

' R

r
. | iy s
Trzy pytania M~ Zapamietaj
O Czy f(a) istnicje? R @ = Ciagloé¢ w punkcie to brak
— niespodziewanej zmiany.
-

: e ol d
0 Cy xll_rg Sy istmiejes Wartosci funkeji ,dochodzia” do tej samej

© Czy te dwie wartosci sa rowne? wartosci, ktorg funkcja ma w punkcie.

\ P S

p
@ Na nastepnej stronie te trzy pytania stang si¢ formalnym kryterium ciggtosci.
.
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Trzy warunki ciaglosci w punkcie

Funkcja f jest cigglta w punkcie a, jesli spelnione sg jednoczesnie trzy warunki.

~

r €@ WARUNEK 1

f(a) istnieje.

Funkcja musi by¢
okreslona w punkcie a,
czyli ma w tym punkcie
wartosé.

@) WARUNEK 2
lim f(x) istnieje.
Granica lewostronna

1 prawostronna istniejg
i sg rowne:

11111_ fx) = lim f(x)

~

-

€) WARUNEK 3
lim f(x) = f(a).

Granica funkeji w punkcie a
jest rowna wartosci funkcji
w tym punkcie.

k J . J 8
»
7 e To wyrazenie stanowi warunek
et = lim f(x) = f(a)  ciaglosci funkei w punkcie o
e AR a gdy obie strony istniejg.
. J

PRZYKLAD 1 — funkcja ciggta

PRZYKEAD 2 — funkcja nieciggla

Rozwaimy f(x) = x*> + 1. Sprawdimy cigglo$¢ w x = 2. Rozwaimy funkcje:

x+1, dlax#2
€@ Wartos¢ w punkcie: gulm { 7. dlax=2
f@y=2>+1=5 € Wartosé w punkcie:
@ Granica w punkcie: f2)=7

ljn% (2 +1)=2*+1=5 © Granica w punkcie:
i lim f(x) = lim (x+ 1) =2+ 1=3

9 Porownanie:

lim f(x) =5 = f(2)

© Poréwnanie:
lim f(x) =3 # 7 = f(2)
X—

Whiosek: funkcja f(x) = x* + 1
jest ciggla w punkcie x = 2.

Whiosek: funkcja f nie jest ciggla
w punkcie x = 2.

A

N

WARTOSC

SZYBKA KONTROLA CIAGLOSCI W PUNKCIE a

GRANICA

SA ROWNE
lim f(x) = f(a)

CIAGLA

w punkcie a

v v

ISTNIEJE
f(a) istnieje

_|_

ISTNIEJE

+

lim f(x) istnieje

xX—+a

Dopiero spelnienie wszystkich trzech warunkow gwarantuje cigglosé w punkcie.

Typowy btad

Samo istnienie granicy nie wystarcza do cigglosci!

Funkcja moze mie¢ granice w punkcie a, ale jesli f(a) nie istnieje albo f(a) # lim f(x),
X=a

to funkcja nie jest ciggla w tym punkcie.

A
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Dziura, ktéra mozna
naprawic¢ jedng wartoscia
L 4

Dziura to przerwa w wykresie, ktora da si¢ usunad, jesli przypiszemy funkcji
odpowiednig warto$¢ w danym punkcie.

@ 2
5v2%ELUMM  Rozwazmy funkce f(x) = A

Krok 1 — uproszczenie
22 =1 x=1)(x+1
PN
x—1 x =il
Krok 2 — granica w punkcie x = 1

1111} flx)= lin} (x+1)=2

x+1 dlax#1.

Krok 3 — co si¢ dzieje na wykresie?

dla x # 1.

Wrykres funkeji f(x)=x+1dlax#1

y=x+1

W B e

«— (1, 2) — dziura

Dla wszystkich x bliskich 1 (ale réznych od 1) wartosci funkcji i l{) ! 2 3 4 x
s bliskie 2 z obu stron.
Problemem jest tylko to, ze w punkcie x = 1 brak ,poprawnej” Istniejg granice jednostronne i sq réwne:
wartosci funkgji. lir?._ f(x) =2 oraz lirrl1+ iflxli=2
Zatem lin:} flx)=2.
\ — S
= i’
Krok 4 — naprawiamy dziure Wykres funkcji g(x) = x + 1 (ciagla)
Jesli zdefiniujemy f(1) = 2, otrzymujemy funkcje A % ~
e g , ghak _@_ Whiosek
g0 ={ -1 x#1 31 Ul Dziurg moina
2 = usunac jedna
2, x=1 l wartodcig — tutaj
S e i ; 1 przypisujemy
czyli I'DWI]‘O‘P-:IZII‘IQI. g(x) = x + 1 dla kazdego x. 1 ‘ . ‘ I & ariodistiing
Wykres nie ma juz przerwy. 0 1 5 3 s granicy.
-1+ \ J
LS y
E
Definicja. Punkt a jest usuwalng nieciggloscig funkji £, jedli lim f(x) istnieje (jest skoriczona),
_/ ale f(a) nie jest réwne tej granicy — albo f(a) nie jest okreslone, albo f(a) ma inng wartosé.
vy
' ™ R
SRLULRY Zaloimy, ze lim f(x) =5, ale f(3) = 8. Jak ja rozpoznac?
Mamy dziurg (blad wartosci). e granica lewostronna jest réwna
Aby usungé niecigglosc, wystarczy zmieni¢ definicje granicy prawostronnej:
wpyunk-::le 3na f(3)=5. ! lim f(x) = lim+ f@) =L
8 . granica = 5 granica = 5 e granica ta jest skoriczona
5 o- f(3)=8 =» 5 ® f3)=5 e wartoé¢ funkcji w punkcie a
' | nie jest rowna L (albo funkcja
: - : 5 nie jest tam okreglona).
. 3 X 3 -, P vy
o Ty
To jedyny typ niecigglosci, ktéry mozna naprawié jedng wartoscia.
Jesli istnieje granica w punkcie a, sprawdz, czy f(a) = lim f(x).
Jesli nie — mozesz usungc dziure, przypisujac funkcji wartoéé rowna granicy.
p A
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Gdy lewa i prawa strona
dochodza do réznych wartosci

¢

Gdy granice jednostronne w danym punkcie istnieja,

ale sg rézne, funkcja ma w tym

€@ Przykiad — nieciaglosé skokowa

punkcie nieciggtos¢ skokowsa.

Wykres funkcji

Rozwazmy funkcje ; I
1 dlax<0
flx) = |
3 dlax=0
O
Interpretacja: 1
po lewej stronie od zera funkcja ma wartosé 1, | " 4 P
a po prawej — warto$¢ 3. -2 -1 0 1 2 =
r g ' ™) 's

Granica lewostronna

ling_ flx)=1

Gdy x zbliza si¢ do 0
z lewej strony, f(x) dazy do 1.

lim f(x)=3

x—0+

Gdy x zbliza si¢ do 0

N v, \.

Granica prawostronna

z prawej strony, f(x) dazy do 3.

Czy istnieje granica dwustronna w 0?

Poniewaz 1 # 3, to

lin"(n) f(x) nie istnieje.
e

J \

Whiosek

W punkcie x = 0 funkcja ma niecigglos¢ skokows.

\.

Skad nazwa ,,skokowa”?

Wartosci funkeji ,,skaczg” nagle z jednego poziomu
na drugi —z 1 na 3.

9 Poréwnanie typow nieciaglosci

Typ Lewa granica Prawa granica Mozna naprawi¢ jedng wartoscig?
Usuwalna taka sama taka sama Tak
Skokowa rézna rézna Nie
I~ . Zapamietaj
3 @ ~  Zmiana wartosci funkeji w jednym punkcie nie naprawi nieciaglosci skokowe;.

po obu stronach punktu.

Problem nie dotyczy samego punktu, lecz zachowania calych fragmentéw wykresu
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Gdy wartosci funkcji

uciekaja bez ograniczen

s )
Niektére funkcje w poblizu pewnych punktéw nie zblizaja sie
do zadnej skoriczonej liczby — ich wartosci rosng lub maleja
bez ograniczenn. Méwimy wtedy o niecigglosci nieskonficzonej

1 asymptocie plonowej.

€ roniat - % w poblizu x = 0

~

y

wartosci = +o0

e e

. 1
lim — =400
r=0% X
Gdy x dazy do 0 od prawej,
wartoéci funkcji rosng bez
ograniczen.
| : .'
lim — =—o0
x=0" X
Gdy x dazy do 0 od lewej,
wartodci funkcji maleja bez
ograniczen.
LS A

wartosci — —oo

— 00,

Asymptota pionowa

Prosta x = a nazywa si¢

asymptota pionows wykresu

funkgji f, jesli

e gdyx > a’ lubx = a”,
wartodci f(x) rosng bez
ograniczeni do + o lub
malejg bez ograniczen do

Nieciagloé¢ nieskoriczona w punkcie a wystepuje wtedy,
gdy funkcja nie zbliza si¢ do zadnej skoriczonej liczby w poblizu a,

tyle ze jej wartosci stajg si¢ dowolnie duze dodatnie lub ujemne.

Bardzo wazne!

oo nie jest zwykly liczbg
rzeczywista.

Zapis f(x) — oo opisuje
zachowanie funkgji,

1 & i tosé lem.
Przyklad 2: f(x) = ——— w poblizu x =2 G b drbaline 2 i il
y @=2F " 7
g ™% i 2
lim e . YA wartoki Gdzie szukaé
-2 (x—2)% 4l e asymptoty pionowej?
i, - = 3 Dia funkcji wymiernych f(x) = %
=2+ (x—2) " (w najprostszej postaci): 4
1. znajdZ miejsca zerowe mianownika
Z obu stron wartosci funkcji 14 g(x) =0
rosng bez ograniczefi do +oo. ' R 2. sprawdz, czy licznik p(x) nie zeruje
. J 0 1 2 si¢ w tych punktach,

@ Mimo ze z obu stron zachowanie jest ,podobne”, granica w punkcie
x = 2 nie istnieje (nie jest skoficzona), a funkeja nie jest tam ciggla.

X = a jest asymptoty pionows.

] 3. jesli g(a) = 0 oraz p(a) # 0 —

Po uproszczeniu: 1, :
ale w x = | mamy 0 1
wdziure” (luka).

.
>

X

W x = 1 funkcja roénie

do + oo z prawej

[ Niecigglos¢ usuwalna (otwdr). ]

=

i maleje do —co z lewej. 0
[ Asymptota pionowa. J \

d 2
Uwaga na rézne rodzaje niecigglosci! p
Przed uproszczeniem: Y4 ] YA | Whiosek
| Inny przyklad: —— Y=
x = i 14 i ' P x-1 Nie kazde miejsce,
x - i :

o

w ktorym mianownik
zeruje sie, daje tg
samg niecigglosc.

Zawsze sprawdzaj
po uproszczeniu!
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L]

Jak sprawdzi¢ ciagltos¢ bez zgadywania

Stosuj ten algorytm — dziata zawsze.
Nie zgaduj, tylko sprawdzaj.
A re

PRZYKEAD DIAGNOSTYCZNY

Sprawd? ciggloé¢ funkeji w punkcie x = 1.

KROK 1 — Znajdz podejrzane punkty

Szczegolnie: zera mianownika, korice przedzialéw
w funkcjach przedzialowych, punkty zmiany wzoru

i . ke x+2 dlax<l1

oraz miejsca, gdzie pierwiastki lub logarytmy
wchodzg na brzeg dziedziny. ) flx)=44 dlax=1
2x dla x > 1

\ 4

KROK 2 — Oblicz f(a)

Czy funkcja jest okreslona w tym punkcie?

0O r0)=4
(2] ]inll_ f(x) = Jlr{l_ (x+2)=3

Jedli nie — zapisz ,,nieckreslona”.

A 4

ol
9[
9[ KROK 3 — Oblicz granice jednostronne ]
0[
T

J (3] lim f(x) = lim (22) =2

o 3 # 2 — granica obustronna nie istnieje.

Oblicz lim f(x) oraz lim f(x). p
x—a~ x—at

Wniosek:

¥ v

Funkgja nie jest ciggla w x = 1.

KROK 4 — Poréwnaj je i Niecigglo$¢ ma typ: skokowa.
® Jesli sg rozne — niecigglosé skokowa. L * )
o Jesli ktorejé z granic jest o0 — 5 <
niecigglosé nieskonczona. Uwaga!
e Jesli sa réowne — istnieje granica obustronna @ % 2l aiceiedcgtronte sy w4k o)
limz—a f(x) = L. ) nie istnieje — niecigglos¢ usuwalna.
v ® Jedli granica obustronna nie istnieje, funkcja
KROK 5 — Poréwnaj granice z f(a) nie jest ciggla — niezaleznie od f(a).
e Jesli J!ﬂ flx) = f(a) — funkcja jest ciaglta w a. L :
® Jedli granica istnieje, ale x]l_l:l‘; flx) # fla) —
nieciaglos¢ usuwalna (dziura). )
MAPA TRZECH TYPOW
[ DZIURA (usuwalna) 1( SKOK (skokowa) | ASYMPTOTA (nieskosiczona) |
y y y !
Jim f) = Jim f(x)=L SO i
| 1
ale f(a) # L i ° | ; -
! | a x e :
) Przynajmniej jedna z granic
Nieciggloéé usuwalna xl_i'r{:_ f(x) I" ,,]_i.’f;' i flx) jednostronnych réwna jest +oo
+
Niecigglos¢ skokowa Niecigglosé nieskonczona
. = i _J

.« Tak.
. ¥ Nie.

v/ Granica obustronna nie istnieje.

MINI-TEST - sprawdz sig!
@ @ Czy funkcja moze mieé granice w punkcie,
w ktorym nie jest okreslona?

© Czy f(a) istniejace wystarcza do cigglosci?

© Jaki typ niccigglosci mozna naprawi¢ zmiang jednej wartosci? ... v/ Nieciaglosé usuwalng.

Idziemy dalej

Granica méwi, do czego funkcja zmierza. -----p  Nastepny modut:

MODUL 04

Pochodna — tempo zmian

Ciaglo$¢ sprawdza, czy to zachowanie zgadza si¢ z wartoscig funkcji.
Pochodna péjdzie krok dalej: opisze tempo, w jakim funkcja sie zmienia.
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MODUL 04

Pochodne 1 ich sens

Jak mierzy¢ tempo zmian i opisywaé zachowanie funkeji

@ ‘ Zbudowa¢ rozumienie pochodnej od intuicji zmiany

az do praktycznego wykorzystania jej w badaniu funkcji.

Pochodna nie jest tylko wzorem do rézniczkowania.
Odpowiada na pytania:

e jak szybko zmienia si¢ funkcja,
e czy funkcja roénie czy maleje,
e gdzie osiaga maksimum lub minimum,

e jakie jest nachylenie wykresu w konkretnym punkcie.

ZMIANA
; : & ()
, Y ;
ILORAZ ROZNICOWY
: v
GRANICA ,
\, |
, : ;
POCHODNA I
\ |
: Y , |
s |
MONOTONICZNOSC I EKSTREMA 4 :
M / l .
2 / 5 X X
BADANIE FUNKC]JI
"4 )
[
</~~~ Pochodna méwi nie tylko, gdzie jeste$ na wykresie,
! ale przede wszystkim — jak funkcja zachowuje sie
=3 wlasnie w tym miejscu.
N =/
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MODUL 04

Najpierw mierzymy zmiane Srednia

Skad bierze si¢ pojecie pochodnej 1 dlaczego potrzebujemy przejscia
od $redniego tempa zmian do tempa chwilowego.

3
O/" Zrozumied, jak z mierzenia zmian na odcinku dochodzimy
do opisu zmiany w pojedynczym punkcie.
J
Przyklad. Rozwazmy funkcje f(x) = x*. ¥ A
Badamy zmiang¢ migdzy punktami o argumentach x =11 x = 3. y=x?
e  Wartosci funkcji: f(h=1, f(3)=9 -} e e
e  7Zmiana wartosci funkcji: Ay = f(3)-f(1)=9-1=8
® Zmiana argumentu: Ax=3-1=2
- - Ay 8
® Srednie t : — = — =4
rednie tempo zmian =3 4l
Liczba 4 opisuje $rednig zmiang funkcji na calym przedziale nachylenie siecznej
od x=1do x=3. = srednie tempo zmian
Nie méwi nam o dokladnej ,szybkosci” w punktach x =1, x =2 ) SR E
ani x= 3. | !
3 ) I I >
lloraz réznicowy dla dwoch réznych punktow 0 1 3 ¥
f(x2) = f(x1)
X2 — X

To wlasnie ta wielkos¢ nazywa sig ilorazem roznicowym

dla punktow x; # x,.
- J

Krok dalej. Co sie dzieje, gdy drugi punkt zbliza si¢ do pierwszego?
Gdy x, coraz bardziej zbliza si¢ do x,, punkt B(x,, f(x;)) przesuwa si¢ po wykresie w kierunku punktu
A(x;, f(x;)). Nachylenie siecznej AB (a wigc srednie tempo zmian) zmienia si¢ i dazy do pewnej granicy.

Te granice nazywamy nachyleniem stycznej w punkcie x, czyli tempem chwilowym w tym punkcie.

| .
=4 Most do pochodnej
7 @ 5 Srednia zmiana dotyczy dwéch punktéw.
v

Pochodna opisuje zmian¢ w jednym punkcie poprzez granice.

.
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MODUL 04

Pochodna powstaje
z granicy ilorazu réznicowego

Formalna definicja pochodzi z intuicji pomiaru tempa zmian.

@‘ # ()= hifn f(xo + h}z — (%)

h—0

Co oznaczaja poszczegolne elementy?

* X — punkt, w ktorym badamy zmiang.

e h — mala zmiana argumentu.

o f(xo+h)—f(xy) — zmiana wartosci funkgji.

e ) wmianowniku — zmiana argumentu.

e h—0 — drugi punkt zbliza si¢ do pierwszego.

% ~
sl v Bierzemy dwa bardzo bliskie punkty na wykresie funkeji i liczymy

= -  $rednie tempo zmiany mi¢dzy nimi (iloraz réznicowy). Nast¢pnie
zmniejszamy odleglo$¢ migdzy tymi punktami. Jesli ten iloraz dazy

= do konkretnej liczby, to wlasnie ta liczba jest pochodng w punkcie x,,.
\ S
PRZYKLAD: z definicji wyznacz pochodng funkgji f(x) =x*. [ N\
] [l = £ e Co naprawdg wydarzylo si¢ ‘
f(xo) = AI_I'.I}] 3 definicja | w tym obliczeniu?
h)? — x¢ Nie podstawiamy od razu i = 0
= lim o ¥ = % obliczamy wartosci funkcji it stawllanjy : r:lizu A |
h—0 h | bo otrzymalibysmy dzielenie

x& +2x0h + h? — x¢ - | przez zero (0 /0 — wyrazenie
rozwijamy kwadrat

h—0 h nieokreslone).
2 2xgk o h2 dis Ty o B
= i —————— skracamy wyrazenie Najpierw upraszczamy wyrazenie
h—0 h o :
: ogolnie (dla h # 0), a dopiero
- }],’_r,r}] (2x0 + 1) upraszczamy na koficu bierzemy granice,
= 2x, podstawiamy granicg k= 0 | czyli ,pozwalamy” h dazy¢ do 0.
& g
[ Whiosek: f'(x) = 2x. J
DWA PUNKTY SIECZNA GRANICA STYCZNA
¥ e A4 = ¥ ¥
h—=0
| coraz blizej /.I/ / — :
o " w i
L I Xg x0+h ;: I Xo xﬂ+h ; | Xg xﬂ'l"h E r X ;-

32 | Skrypty pomocnicze do Analizy Matematycznej 1




MODUL 04

Pochodna to nachylenie styczne;j

Pochodna w punkcie a méwi nam, jak ,stroma” jest funkcja w tym punkcie, czyli jakie jest

nachylenie stycznej do jej wykresu.

e Jesli f'(a) > 0, wykres funkgcji lokalnie roénie w poblizu a.

o Jesli f'(a) < 0, wykres funkcji lokalnie maleje w poblizu a.

o Jesli f'(a) =0, styczna do wykresu w punkcie a jest pozioma.

VA

f(a) >0

i fi(a) =0
yl

Y4

(@) <0

EnY
=y

=y

b

) |
=y

PRZYKLAD

ma nachylenie rowne 4.

Rozwazmy funkcje f(x) = x%. Mamy f"(x) = 2x.
Dla x = 2 otrzymujemy f'(2) = 4. Oznacza to, ze styczna do paraboli w punkcie (2,4)

Roéwnanie stycznej do wykresu funkeji w punkcie @ ma postaé:

([ y-f@=r@&-a |

Podstawiajac a = 2, f(2) = 4 oraz f'(2) = 4, otrzymujemy:
y—4=4(x-2) = y=4x-4

b

WAZNE

-
|
<y~ . Styczna to prosta, ktéra lokalnie najlepiej opisuje kierunek wykresu funkcj
K @ ~  w danym punkcie. Jej nachylenie — pochodna — informuje, jak szybko zmienia
— si¢ wartos¢ funkcji w tym miejscu.
&

Fakt, ze f"(a) = 0, nie oznacza automatycznie, ze w punkcie a funkcja ma maksimum
lub minimum. Oznacza jedynie, Ze styczna jest pozioma. Aby stwierdzié, czy jest to
maksimum, minimum czy punkt przegig¢cia, nalezy zbada¢ zachowanie funkcji
w otoczeniu punktu a (np. za pomoca pochodnej drugiej lub analizy znaku f).
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MODUL 04
Najwazniejsze pochodne,
ktore warto znac

Stata: Przyklad: Stala liczba nie zmienia
% ( si¢, wigc jej pochodna
‘ () =0 ‘ | (?); =0 _J jest rowna 0.

Potega: Praykiady: o

‘ (x") = n - x""! } ((xz)ezﬂ !r(xs)'=5x4 | (\/E)’=(x%):$

|
/

e — e =

dla odpowiedniej dziedziny

Funkcja wykladnicza: Funkcja wykladnicza jest wyjatkowa — jej pochodna
L (e¥) = e* J jest réwna jej same;.

@ | G
X

Trygonometria:

(sinx)’ = cos x - N
——— e Powyzsze wzory obowigzuja
) = . .
(cosx)' = —sinx tam, gdzie funkcja tan x
jest okreslona.
' 1 L™
(tanx) = —
cos”x

@ Staly mnoznik i suma:
| )k (®) |

=

C(fx) +8(x)) = f(x) +£' (%) |

\'l

% @, Przyklad zbiorczy:
f(x)=3x*-2x*+5x -7 —> [ f(x) =122 —4x+ s]

—_—

L. A

Nie rozniczkuj stalej jak potegi
A Pochodna liczby (bez x) jest zawsze réwna 0.
Na przyklad: [ (7)' =0,),(-3.14)" = 0,],{ (1000)' = 0. |

L oy

7
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MODUL 04

Gdy funkcje sa mnozone lub dzielone,
potrzebujesz osobnej reguly

+

Unikaj btedu: nie rézniczkuj wyraz po wyrazie.

1. ILOCZYN (

& BARDZO WAZNE!
Jesli F(x) = f(x)+g(x), to F'(x)=f"(x)g(x)+ f(x)g'(x). J To nie jest prawda:

'

Przyklad: F(x) = x* +sinx g g
¢ flx)=«* = fig)=2x
e g(x)=sinx = glx)=cosx
Zatem lr F'(x) = 2x sinx + x? cos x. J
2. ILORAZ
{0 PAC R TN KL (I 2T A IS S
g(x) [g(x)]
3
Przyktad: F(x) = =3
o f(x)=x? = flix)=2x
e gx)=x+1 = glxi=1
y : . oy 20(x + 1) — x?
Podstawiamy do reguly ilorazu: Fiax) = Bt TP
Upraszczamy licznik: F'(x) = EC: : f’;

- _Jak zapamieta¢ regule ilorazu?
= @ =  Nie opieraj sie tylko na ,zelaznych” mnemotechnikach.
Najpierw poprawnie zidentyfikuj funkcje f, ', g, ', a dopiero potem podstaw
h-a

je do wzoru. To najpewniejszy sposob na uniknigcie btedow.

Mini ¢wiczenie: Oblicz pochodng funkeji  h(x) = x « €.

Odpowiedz: h'(x) =€+ xe* =e*(1 + x).

e A
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MODUEL 04
Funkcja w funkcji: rézniczkuj warstwami

Regutla lancuchowa (lancuch rézniczkowania)

°
- i . i 2 oz ~

Intu1f._]a.. wezmy fllnl.«',jf‘, sin(x”). WARSTWY FUNKCJI
To nie jest zwykle sin x. " B

. 2 s gD
Mamy tu dwie warstwy: X T’ x° —=— sin(x")
e zewnetrzna: sin( - )

wewnetrzna zewnetrzna
e wewnetrzna: x> funkcja g(x) = x° funkcja f(u) = sinu
.

REGULA EANCUCHOWA

Jesli F(x) = f(g(x)),
to F'(x)=f'(g(x)) - g'(x).

Aby zrézniczkowa¢ funkcje zlozona, rézniczkuj
warstwami: pochodna zewngtrznej funkgji,

ale wstawiona na wewnetrzna, razy pochodna
wewnetrznej funkcji.

PRZYKLADY

~,

ro F(x) = sin(x?)

Zewnetrzna: f(u) = sinu

O ro)-Gei1)

Zewnetrzna: f(u) = u’

fo F(x) =In(x* +1)

Zewnetrzna: f(u) = Inu

A

L

sin(x?))" # cos(x?)

To bylaby pochodna samej warstwy zewnetrznej,
bez uwzglednienia warstwy wewngtrznej.

Brakuje pochodnej funkeji wewnetrznej!

f'(u) = cos u Fi(u) = 5u* f(w) = &
Wewnetrzna: g(x) = x2 Wewnetrzna: g(x) = 3x + 1 Wewnetrzna: g(x) = x2 + 1
glx)E 2% glx)=3 g (x) = 2x
F'(x) = f(9) - g'(x) F(x) = f'(g) - g'(x) i
= cos(x?) - 2x =503x+1)*-3 s i 2x
= 2xcos(x?) =153x + 1)* _ _2x
x% +1
= N e
TYPOWY BEAD By ZAPAMIETA]

UL [Pnchndnu zewnetrzne] % pochodna wewngtrzncj}
-

Zawsze pamigtaj o obu warstwach:

najpierw zewnetrzna (ale na wewnetrznej),

potem razy wewnegtrzna.
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MODUL 04

Znak pochodnej moéwi,
czy funkcja rosnie czy maleje

/ Gléwna zasada:
O(} e jedli na przedziale I mamy f'(x) > 0, to funkcja f jest rosngca na I,

e jesli na przedziale I mamy f'(x) <0, to funkcja f jest malejaca na I.

Punkt x, nazywamy punktem krytycznym funkcji f, jesl:
e flixy)=0 b

e pochodna f' nie istnieje w punkcie x,,.

PRZYKLAD
Rozwazmy funkcje f(x) = x* — 4x + 1.
@ Pochodna: f'(x) = 2x — 4.
@ Punkty krytyczne: rozwigzujemy 2x —4=0 = x=2.
© Analiza znaku pochodne;j:
e dlax<2: f'(x) =2x - 4 <0 = funkcja maleje,
o dlax>2: f'(x) =2x—4 >0 = funkcja roénie.

O W punkcie x = 2 znak pochodnej zmienia si¢ z ,—” na ,+” (MALEJE — ROSNIE),
zatem x = 2 jest punktem ekstremum lokalnego — minimum lokalnego.
© Wartosé funkeji w tym punkcie: f(2)=2>-4-2+1=4—-8+1=-3.

Minimum lokalne: (2, =3).

x (—o00,2) 2 (2, +00)
f(x) = 0 3
minimum
f ™ lokalne 7 |
ROZPOZNAWANIE EKSTREMOW
e jedli f' zmienia znak z ,—” na ,+” (— = +), to w punkcie mamy minimum lokalne,

e jesli f' zmienia znak z ,+” na ,—” (+ — —), to w punkcie mamy maksimum lokalne,

e jesh znak f’ si¢ nie zmienia (np. + — + lub — = —), to w punkcie moze nie by¢ ekstremum.

Wazne
& Warunek f'(a) = 0 wskazuje tylko kandydata na ekstremum.

Ekstremum wystepuje tylko wtedy, gdy znak f” zmienia si¢ w punkcie a.
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MODUL 04

Jak z pochodnej zbudowa¢

@

obraz calej funkc;ji

pochodnej, monotonicznosci i ekstreméw w jedng spojna calosé.

Petne badanie funkcji wymaga polaczenia dziedziny, miejsc zerowych,

=

Krok 1 — dziedzina

szR

Krok 2 — miejsca zerowe
-3x=0 & x(x?-3)=0 & x=0 lub x = ++/3.
Krok 3 — pochodna
f'(x) =3x2-3 =3(x*-1).
Krok 4 — punkty krytyczne
3(x2-1)=0 & x’=1 & x==1lubx=1.

Krok 5 — znak pochodnej

Dla x <=1 mamy f'(x) > 0, dla -1 < x < 1 mamy f'(x) <0,
dla x > 1 mamy f'(x) > 0.

Przyklad: f(x) = x*-3x
| ]

y=x>-3x

.« 51 Terw | 1 [daes
[ + 0 = 0 +
i F max Ry min 528

Krok 6 — wartosci ekstremow

-3(-1)=2, f(1)=1°-3=-2.

Zatem mamy maksimum lokalne w punkcie (-1, 2)

f(=1)=(-1)’

oraz minimum lokalne w punkcie (1, — 2).

—— e

=Y

Logika badania funkcji

Nie rysuj wykresu ,,na oko”. Najpierw zbierz informacje algebraiczne
(dziedzina, miejsca zerowe, pochodna, znak, ekstrema), a dopiero
potem zbuduj obraz funkgji.
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MODUL 04

Pochodne bez chaosu:
zawsze zacznij od rozpoznania struktury

Zamykamy modul 04 praktycznym algorytmem wyboru reguly rézniczkowania
i analizy funkcji.

1. ROZPOZNA] TYP FUNKC]I

CO WIDZE? J

® Jesli widzisz x" — reguta potegowa.

o Jesli widzisz f(x) + g(x) —

podstawowy wzor

rozniczkuj sktadniki osobno.

e Jesli widzisz f(x) - g(x) — L

regula iloczynu.

wee e U] .
® Jesli widzisz —— — regula ilorazu.
] g(x) =

SUMA ]—» skladnik po sktadniku
ILOCZYN ]—b reguta iloczynu
ILORAZ ]—> regula ilorazu

o Jesli widzisz f(g(x)) —
regula tanicuchowa.

FUNKCJA W FUNKC]JI ]—> reguta faficuchowa

2. PRZYKLADY DIAGNOSTYCZNE

B | fo=x-3x >

B) | flx) = x%e* >

o, i

D) | f)=Ikx2+1) o
i x2+1 .

B =t

metoda: podstawowe wzory

metoda: reguta iloczynu

metoda: regula taricuchowa

metoda: regula laricuchowa

metoda: regula ilorazu

Vi

3. JESLI ZADANIE PYTA O ZACHOWANIE FUNKC]JI -

MINI-TEST (Z ODPOWIEDZIAMI)

Nachylenie stycznej

1. wyznacz dziedzing, Co geometrycznie oznacza f'(a)? v Huriites
2. oblicz pochodna, [
3, zoajds punkty gdzie f’(x) = il 2. Jaki znak pochodnej oznacza wzrost? Flix) >0.
pochodna nie istnieje, 3, Czy f'(a) = 0 zawsze Nie.
4. zbadaj znak f; oznacza ekstremum?
5. okresl przedzialy wzrostu i spadku, 4. -:;‘(:‘acgf'("fz?ism“je“ Regule laicuchows,
6. rozpoznaj ekstrema, " : : ' =
da reguie zastosujesz .
7. dopiero wtedy formuluj wnioski o wykresie. 5. ':]0 ax : hf 2P l Regulg iloczynu.
( h
ok j Pochodna opisuje tempo zmian.
~ -
, ) . ;% o L om
x
= -  Calka odwrdci perspektywe: zamiast pytaé ,jak szybko co$ si¢ zmienia?”,
bedziem aé¢ ,jaka funkcja mogta daé takag pochodna?” oraz
€ YP ) ) g qap 4
v »jaka wielkos¢ mozna zebra¢ z bardzo malych fragmentéow?”.
A ,
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MODUL 05

Catki bez zgadywania

Jak rozumie¢ funkcje pierwotna, pole i wybér wlasciwej metody calkowania

2
@ Zbudowa¢ intuicyjne i praktyczne rozumienie catek: od funkgji
.

pierwotnej przez podstawowe reguly az do catki oznaczonej
1 interpretacji geometryczne;.

Jezeli pochodna odpowiada na pytanie: ,,Jak szybko zmienia sie funkcja?”

to catka moze odpowiada¢ miedzy innymi na pytania: ,, Jaka funkcja miata taka
pochodng?” oraz: ,Jaka laczng wielko$¢ otrzymamy, jesli zsumujemy bardzo wiele
matych fragmentéw?”

POCHODNA
L. + w
ODWROCENIE OPERAC]JI F(x) f (x)
, ¥ , | |
FUNKCJA PIERWOTNA
. T ¢ pochodna ¢ catkowanie
CALKA NIEOZNACZONA l l
: v :
k CALKA OZ+NACZONA J F’(x) i f(x) F( x) 4
r INTERPRETACJA
GEOMETRYCZNA
' ™

Najpierw rozpoznaj strukture funkeji.

:@’_ Catkowanie nie powinno polegaé na zgadywaniu wzoru.
?
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MODUE 04
Calka ma dwa wazne znaczenia

/ Cel: Od poczatku rozdzieli¢ dwa konteksty: catke nieoznaczong
@ jako rodzine funkcji pierwotnych oraz catke oznaczong jako

liczbe opisujgca nagromadzong wielkosc.

1. Calka nieoznaczona

f flx)de = Flx)+C ‘ jezeli F'(x) = f(x)

Szukamy funkgji, ktorej pochodna daje funkeje znajdujacg si¢ pod znakiem catki.
Przyklad: Poniewaz (x*)" = 3x?, to f3x2 dx=x*+C.

2. Catka oznaczona

[ f:f(x) ds J

Tutaj wynik nie jest rodzing funkgji, lecz konkretng liczba. Ta liczba opisuje
nagromadzony efekt funkcji na przedziale od a do b.

Dla dodatniej funkgeji catka oznaczona moze odpowiada¢ polu obszaru pod wykresem.

7 R 2
b
ff(x) dx — wynik: funkcja + C [ f(x)dx — wynik: liczba
a
& y=f(x)
pochodna funkcja /\
f(x) — F(x)+C 5 ;
\ A : l .
\\h_________,/f a b x
Catka daje liczbe rowna polu zacieniowanego
L obszaru (poniewaz f(x) > 0 na [a, b]).

Nie myl tych dwoch zapisow.
Brak granic calkowania i obecnos$¢ granic catkowania

zmieniajg charakter zadania.
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MODUL 04

Funkcja pierwotna to funkcja,
ktorej pochodng juz znasz

Cel: Wyjasni¢ relacje miedzy pochodng a calka oraz znaczenie stalej C.

©]

jesli F'(x) = f(x).

Definicja (funkcja pierwotna).

Funkcje F nazywamy funkcjg pierwotng funkcji f,

Przyklad gtéwny
Dla f(x) = 2x jedna funkcja pierwotng jest
F(x) = x%,bo F'(x) = 2x.

Sprawdzmy, ze inne funkcje tez majg te samg
pochodng:

e Fi(x)=x*+1
Fi(x)=(x*+1) =2x+0=2x
e Fi(x)= x2-7
F(x)=(x*-7)=2x-0=2x
o Fi(x)= x? 4100
Fi(x) = (x2+100) =2x+0=2x
Wszystkie te funkcje majg t¢ samg pochodna: 2x.

Whiosek (rodzina funkcji pierwotnych)

Fx)=x*+C

C oznacza dowolng staly. Poniewaz pochodna kazdej
stalej wynosi 0, rézne funkcje réznigce si¢ tylko staly
majg te sama pochodna.

5
N

[ Ta sama pochodna — rdzne state C J

-

Uwaga — typowy blad!

O\

W calce nieoznaczonej nie pomijaj + C.

f2xdx=x2+C,

a nie tylko x°.

" J i
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Cwiczenie (mini)
Znajdz funkcje pierwotng:

f(x) =6

Odpowiedi: 2x> + C




MODUL 04

Podstawowe catki jako
odwrotnos¢ rozniczkowania

Stworzy¢ czytelng karte najwazniejszych wzorow,
pokazujac ich zwiazek z pochodnymi.

@ |

-

@ Potegi WAZNY WYJATEK
n# -1 Przyktad: & Dig M 1y ool l,
" xn+l ¢ x4 ; X
fx dx—n—H+C fx dx:T_'_C mamyf;dx=ln|x|+€
dla x # 0.
9 Stala Przyklad: -
[ f kdx =kx+C ] f5 g i Przyklad zbiorczy

€© Funkcja wyktadnicza

[ fexdx=6x+C ]

O Trygonometria

fsinxdx =—-cosx+C
fcosxdx =sinx+ C

© Liniowosé
J U@ +g@ldr= [ f(x)dx+ [ g(x) dx
fc-f(x)dxchf(x)dx

f(3x2 —4x+2)dx

Liczymy skiadnik po sktadniku:

f3x2dx—f4xdx+f2dx
3 2

X X
_3-7-4-7+2x+c

=x>-2x2+2x+C

.

S

Kontrola wyniku

2
h ! '
b -
mozesz sprawdzi¢ odpowiedz
= przez rozniczkowanie.

Jeieli F'(x) = f(x),

wynik jest poprawny.
LS

N

Po obliczeniu calki nieoznaczonej

Pochodna

kR
&=

—>

.

POCHODNA > CALKA

Calka

4
T .
fxdx—4+C
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MODUL 04

Podstawienie odwraca
regule lancuchowa

@ ] Pokaza¢ metode podstawienia jako sposéb rozpoznawania

funkcji zlozonej 1 jej wewngtrznej pochodne;.

Przy rézniczkowaniu F(g(x)) uzywaliSmy reguly lancuchowe;.
Przy catkowaniu szukamy czesto odwrotnego wzorca: f(g(x)) - g'(x).

Przyklad gléwny
Oblicz: f 2x - cos(x?) dx. Drugi przykiad
Oblicz: [ 3x* (x* +1)° dx.

Krok 1 — rozpoznaj funkcj¢ wewnetrzna
W cosinusie jest x*, wigc przyjmujemy u = x°. Niech u = x° + 1.

w il
Krok 2 — policz rézniczke Wtedy du = 3x” dx.

du = 2x dx. Po podstawieniu:
Krok 3 — podstaw f3x2 (*+1)°dx = fus du.
f2x . cos(x?) dx = fcosudu.
Krok 4 — calku;j
fcosudu = sinu + C.

Calkujemy:

6
5 %
du=— +C.
u” du

Wréé do x:
Krok 5 — wréé do x 5 ;
sinu + C = sin(x?) + C. (% & 1) C
—u Yo
Sprawdzenie: [sin(x?)] = cos(x?) - 2x, ( )

czyli doktadnie funkcja podcatkowa.

\Il

< . Jak rozpozna¢ podstawienie?
E @ 7 Szukaj sytuacji: funkcja ztozona + obok jej wewnetrzna pochodna.

— Nie musi by¢ identyczna — czasem rézni si¢ tylko stalym mnoznikiem.
=3

Typowy blad
Wprowadzenie u, ale pozostawienie czgsci wyrazenia nadal zapisanej przez x.

Po podstawieniu cata calka powinna by¢ konsekwentnie zapisana w nowe;j
zmienne;j.

L%
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MODUL 04

Gdy catka zawiera iloczyn,
rozdziel role funkcji

*

@ ‘ Cel: Wyjasni¢ metode catkowania przez czedci

jako odwrécenie reguly iloczynu.

fudv=uv—fvdu

Intuicja: Reguta iloczynu: (uv)' = u'v + uv'.
Po odpowiednim przeksztatceniu prowadzi do wzoru catkowania przez czesci.

Przyklad 1. Oblicz: [ xe* dx.
® Wybér: u =x, dv=e*dx

Roézniczkujemy u: du = dx

X

Catkujemy dv: v=e

Podstawiamy do wzoru:

fxexdx = xe"—[exdx

= xe*-e*+C

= e*(x-1)+C

Przyklad 2. Oblicz: [ xcos x dx.
Wybér: u = x, dv =cosx dx
Rézniczkujemy u: du = dx
Catkujemy dv: v =sinx

Stosujemy wzér:
fxcosx dx = xsmx —fsinx dx

= xsinx+cosx+C
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Szablon do zapamigtania:

u du
dv Vv
: Jak wybiera¢ u?

W praktyce jako u czgsto warto

wybraé funkcje, ktéra po

zrozniczkowaniu staje si¢ prostsza.

Dobre kandydatki na u:

e Inx

¢ wielomian

e funkcja odwrotna
trygonometryczna

Uwaga!
Typowy btad: nie zapominaj

o znaku minus:

fudv=uv—[vdu.




MODUL 04

Od tunkcji pierwotne]
do konkretnej liczby

=

@ | Nauczy¢ obliczania catki oznaczonej za pomocy twierdzenia Newtona—Leibniza.

vy

- N

b
Jezeli  F'(x) = £(x), to f f(x)dx = F(b) — Fla)

e =

Najpierw znajdujemy funkcje pierwotna.

Potem obliczamy jej wartos$¢ na koncu przedziatu 1 odejmujemy wartosé na poczatku.

 PRZYKEAD 1 | FUNKCJA PODCAEKOWA
2 ‘ 7 ,
Oblicz: J; xdx. ; %
o FUNKCJA PIERWOTNA

1. Funkgcja pierwotna: F(x) = T i ¥

2. Zastosowanie wzoru Newtona—Leibniza: | P (b ) = (a) )
4 v

F 2 — F 0 - 0 =2 i N

=Y 2 LICZBA

[ Odpowiedz: 2 | : ?

| PRZYKEAD 2 | WAZNE

_ 3 Przy calce oznaczonej korficowy
Oblicz: .]; 2x dx. wynik nie zawiera +C.

& , o 88
1. Funkcja pierwotna:  F(x) = x Jezeli uzyjemy F(x)+ C, to

2. Zastosowanie wzoru Newtona—Leibniza: [F(b)+C] - [F(a) +C],
F(3)-F(1)=3*-1>=8

| Odpowiedz: 8 ]

wiec state si¢ redukuja.

(" R
| - ’ .
—~. Kolejnoéé ma znaczenie.

Zawsze: gorna granica minus dolna granica,
— czyli F(b) — F(a).

L% A
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MODUL 04
Catka oznaczona mierzy pole ze znakiem

©

Przyklad 1 — funkcja nad osig y A
Niech f(x) = x na przedziale [0, 2].
Wykres tworzy trojkat o podstawie 2 i wysokosci 2.

Cel: Wyjasni¢ geometryczna interpretacje catki i zapobiec

utozsamianiu kazdej catki oznaczonej ze zwyklym dodatnim polem.

2 b e

Pole geometryczne:

1
P—§-2-2—2.

2
Catka oznaczona: f e
0

N-_____________
=Y

Wyniki s3 zgodne. 0 1

Przyklad 2 — funkcja pod osia YA
Niech f(x) = —1 na przedziale [0, 2].

Catka oznaczona: .2
f (-1)dx = -2.
0

2
:
I
:
Pole geometryczne prostokata ma wartos¢ 2. =19 — y=-1

-

Catka oznaczona daje pole ze znakiem:

obszar nad osia OX wnosi wartos¢ dodatnig,

obszar pod osig OX wnosi warto$¢ ujemna.

Uwaga: Jedli zadanie pyta o rzeczywiste pole geometryczne, trzeba podzielié

5 < przedzial w miejscach zerowych funkgji i odpowiednio uwzgledni¢ wartosci
bezwzgledne.
oy

Schemat (gdy f ma jedno miejsce zerowe ¢ w (a, b)):

c b
P=-£ f(x)dx—_/;f(x)dx.
Oglnie: P = ['|f(x)|dx.

& Typowy blad: Ujemna catka nie oznacza ujemnego pola geometrycznego.

Oznacza, ze przewaza czes¢ wykresu znajdujaca si¢ pod osig OX.

L% o
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MODUL 04

Najpierw rozpoznaj wzorzec,
dopiero potem calkuj

-

O/" Cel: Dac studentowi praktyczny algorytm decyzyjny do wyboru
podstawowej metody.
\
'd Y i ™
KROK 1 — Czy widze¢ . 4 .
beapalisdiicaNEsHbadsciwe? —» | Przyklad: f x" dx — uzyj wzoru potegowego.
L * ‘o A
' ' { ™\
BRCK ' fo) ks —» | Przyktad: f (x* + €*) dx — catkuj sktadniki osobno.
sklada si¢ z sumy?
, ; o8 \
KROK 3 — Czy widze¢ funkcje i S
Hishihs B otisdn Biclmbirat -+ Przyklad: f 2xe* dx — podstawienie.
N J \ A
v
KROK 4 — Czy widze iloczyn funkcji, i
z ktorych jedna upraszcza sie = Przyklad: f x e dx — calkowanie przez czesci.
L po rézniczkowaniu? ] ]
r ¥ g 3
- - 2
KROK 5 — Czy warto najpierw —» | Przyklad: f i ;-x dx — najpierw uprosé:
uprosci¢ algebraicznie? AR y
==+ 1, potem catkuj.
" / L A
Cztery zadania diagnostyczne
A) f (3x% + 2) dx Metoda: wzory podstawowe.
B) f x cos(x?) dx Metoda: podstawienie.
©) f xInx dx Metoda: przez czesci.
D) f x* -1 g Najpierw uproscic: x — %,
% potem uzy¢ wzoréw podstawowych.
r N

Najwazniejsza zasada:
nie pytaj ‘Ktory wzér mam zapamigtac?’.
Pytaj: ‘Jakg struktur¢ ma funkcja podcatkowa?’

& upros¢ wyrazenie,
rozpoznaj typ funkgji,

sprawdz funkcje wewnetrzna,

poszukaj jej pochodnej,

000

dopiero wtedy wybierz metode.
M oy
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L]

Cala Analiza Matematyczna 1
na jednej mapie

2
@/ Zamknaé caly material spéjnym obrazem zaleznosci miedzy pojeciami
oraz da¢ studentowi prosta strategie dalszych powtorek.
p iy
VA 1. FUNKCIA ( 5 pytan, ktore warto umiec
: ; zada¢ sobie na egzaminie
Co przyporzadkowuje argumentowi?
& ) 1. Jaka jest dziedzina?
2 * . 2. Co sig stanie po bezposrednim
J4 2. GRANICA podstawieniu?
/f_'/ _ i 3. Jaka strukture algebraiczng widze?
! Do sEEh S ?funkc]a 4. Jaka informacje¢ daje mi pochodna
__.Ixu_; w poblizu punktu: lub granica?
\ J i :
‘ 5. Czy moge sprawdzi¢ wynik
f T ) operacja odwrotng?
1 3. CIAGLOSC \ )
] - . -~
| Czy granica zgadza si¢ ( Jak powtarzaé material
2 > Z wartoscig funkcji?
\ 2 ¥ / KROK 1 — Zrozum pojecie
- ~ Nie zaczynaj od wzoru.
¥ 4. POCHODNA KROK 2 — Przeanalizuj przyklad
Jak szybko funkcja si¢ zmienia? Zatrzymuj si¢ przed kazdym krokiem
® wzrost i przewiduj, co nastapi.
® spadek KROK 3 — Rozwiaz podobne zadanie
* ® ckstrema bez patrzenia
L ® ksztalt wykresu ) Dopiero wtedy sprawdz odpowiedz.
i rozniczkowanie <= catkowanie KR(_)K 4= Nazv_vij metm{le
Powiedz wlasnymi stowami: ,Uzylem
y 5. CAEKA ) tej metody, poniewaz...”
F e KROK 5 — Wréé do bledéw
J akzt funk(f]a da‘]'j“. ts pocho.dm} Blad powinien sta¢ si¢ wskazowka, ktorego
lub jaka wielkos¢ akumuluje sig pojecia jeszcze nie rozumiesz wystarczajaco
a b na przedziale? dobrze.
\, J \. J
' ™\
il Ostatnia zasada
3 % Nie prébuj zapamietac calej analizy jako listy procedur. Szukaj zaleznosci
P ) Zap ] ¥l YyP J
migdzy pojeciami. Granica prowadzi do pochodnej. Pochodna opisuje
= zachowanie funkgcji. Catka wykorzystuje odwrotng relacje i pozwala
opisywa¢ nagromadzone wielkosci.
LY "

Jezeli potrafisz wyjasni¢, dlaczego wykonujesz dany krok, jestes znacznie blizej
samodzielnego rozwiazania niz wtedy, gdy pamigtasz tylko sam wzor.
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