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Informacje o materiale

© Zeszyt rozwiazanych zadan

Wszelkie prawa zastrzezone.
Niniejszy materiat zostat przygotowany jako pomoc w nauce Analizy Matematycznej 1.

Zadania, rozwigzania i komentarze dydaktyczne stuza do nauki, powtoérki
oraz rozwijania umiejetnosci samodzielnego rozwigzywania problemoéw
matematycznych.

Materiat nie stanowi gwarancji uzyskania okreslonej oceny ani zaliczenia egzaminu.

Zabrania sie kopiowania, reprodukowania, odsprzedawania oraz publicznego
udostepniania catosci lub fragmentow materiatu bez odpowiedniej zgody
wiasciciela praw.
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Nie ucz sie odpowiedzi.
Ucz sie sposobu myslenia.

Wprowadzenie

W Analizie Matematycznej najwieksza trudnoscig czesto nie jest samo
wykonanie obliczen. Problem pojawia si¢ chwile wczesnie;j:

Od czego mam zaczaé?
Ten zeszyt zostat zbudowany wtasnie po to, aby odpowiedzie¢ na to pytanie.

Przy kazdym zadaniu zobaczysz nie tylko kolejne dziatania,
lecz réwniez powdd wyboru konkretnej metody.

Schemat pracy z kazdym zadaniem:

Przeczytaj tres¢ i sprobuj okresli¢ typ problemu.

Zanim spojrzysz na rozwigzanie, zapisz pierwszy krok samodzielnie.
Poréwnaj swoja decyzje z sekcja ,,Strategia”.

Przejdz przez rozwiazanie krok po kroku.

Zwréc szezegblng uwage na pola ,,Dlaczego?” i ,,Uwaga”.

S (EIL) ) (§s)) (b ) Ehe

Zakryj rozwigzanie i sprobuj wykona¢ zadanie ponownie.

_‘O’_ ‘ Jesli rozumiesz powdd wykonania kazdego kroku,

-/ zaczynasz rozwigzywac zadania — zamiast jedynie zapamietywac przyklady.

q — @ — 33 — @

ROZPOZNAJ WYBIERZ METODE OBLICZ SPRAWDZ
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MODUL 01

Fundamenty potrzebne
do rozwigzywania zadan

Zanim policzysz granice, pochodna lub catke —
upewnij si¢, ze algebra nie zatrzyma Ci¢ po drodze.

ALGEBRA —\ / FUNKCIJE
'|

|

3 £

FUNDAMENTY

| [

CTRYGONOMETR[A>/ \{ LOGARYTMY )
@ Cel modutu: Czytelnik przeéwiczy:

Odswiezy¢ narzedzia matematyczne, ¢ dziedzine i zbidr wartosci,
ktére beda wielokrotnie wykorzystywane o przeksztalcenia algebraiczne,
w dalszej czesci zeszytu. * potegi i logarytmy,

* podstawowe zaleznosci trygonometryczne,
« funkcje zlozone i odwrotne,

» rownania i nieréwnosci,

« warto$¢ bezwzgledna,

* czytanie informacji z wykresu.

9 Te narzedzia wrécq przy granicach, pochodnych i catkach.
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Zadanie 01 — Najpierw sprawdz, gdzie funkcja istnieje

Wyznacz dziedzine funkcji: Fle) 7"2“’5_4

x-3
1. Rozpoznanie
Co w tym wzorze moze ogranicza¢ wartosci x?
Pierwiastek: Mianownik:

Wyrazenie pod pierwiastkiem
parzystego stopnia musi by¢ nieujemne.

2x-42=>20 x-3#0

Nie wolno dzieli¢ przez zero.

2. Rozwigzanie krok po kroku

Krok 1 — warunek z pierwiastka

Dlaczego?
2x -4 =20 Poniewaz pierwiastek kwadratowy w zbiorze
2x =>4 liczb rzeczywistych nie jest okreélony dla
x> 9 liczby ujemne;j.
Krok 2 — warunek z mianownika
Dlaczego?
¥=9 %0 Dzielenie przez zero nie jest okre$lone.
x#3

Krok 3 — polacz oba warunki
Potrzebujemy jednocze$nie: x > 2 oraz x # 3

D; = [2,3) U (3, +)

\

3. Wizualizacja

t } . O | | : >
0 1 2 3 4 5 X

4. Mini-zasada

| DZIEDZINA — SZYBKA CHECKKLISTA
! * mianownik — # 0
* pierwiastek parzystego stopnia — zawartos¢ > 0
¢ logarytm — argument > 0

' Minic¢wiczenie bez pelnego rozwigzania:

Wyznacz dziedzine: g(x) = (—

Odpowiedz kontrolna: (—1,2) U (2, 4+)
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Zadanie 02 — Upros$¢ zanim zaczniesz liczy¢

2 -9

Upros¢ wyrazenie: , dlaz # 3.

1. Strategia

Czy licznik mozna roztozy¢ na czynniki?

( a® —b% = (a —b)(a+b) J

2. Rozwigzanie krok po kroku
Krok 1. g2 =9 = p2 — 3?
Krok 2. 22— 32 = (z - 3)(z + 3)

(z — 3)(z + 3)
=3
Krok 4. Dla  # 3 mozna skrécié czynnik z — 3.

Otrzymujemy: x + 3

&8
{ = 9:.’1;-!—3, dlas:;é?)}
z—3

Krok 3. Podstaw do wyrazenia:

3. Uwaga!
Nie pisa¢: ¢ — 3 = 0 i nie skraca¢ bez uwzglednienia ograniczenia.

Skracamy czynniki, a nie skladniki sumy lub réznicy.

’ y @-3@+3 se (EE0

2§ e 7 skreslenie #

4. Wzory, ktére warto rozpoznawac od razu
e a?-b =(a-b)(a+)

o (a+b)? = a® + 2ab + b?

e (a—b)? = a% — 2ab + b?

e a® —b® = (a—0b)(a®+ab + b?)

* 5. Ta umiejetnos¢ wroci przy granicach typu % }
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Zadanie 03 — Zamien skomplikowany
zapis na prostsza postac

Rozwiaz réwnanie:

2)‘—{—] == 16

1. Rozpoznanie
Czy 16 mozna zapisac jako potege liczby 2?

Tak: 16 = 2*
2. Rozwiazanie
2%+l — 24
Jezeli podstawy sa jednakowe, poréwnujemy wyktadniki:
x+1=4
LR

| Odpowiedz: x=3 |

3. Dlaczego ta strategia dziata?

Funkcja wykladnicza o podstawie a > 0, a # 1 przyjmuje te sama warto$¢
dla tego samego wykladnika. Jesli wiec obie strony maja t¢ sama podstawe,
mozna poréwnac ich wyktadniki.

4. Drugi mikroprzyklad — logarytm
Rozwiaz: log,(x) = 3
Korzystamy z definicji: log,(b) = c < a“=b

2% =
=98
5. Mapa pamigciowa
( POTEGA 1 LOGARYTM !
a™ . q® = g™t" ]Oga(xy) — loga x + loga 3y
a™ m—n LB
a” = a loga(y) = loga % = loga ¥
(a.m).” — g™" ]Oga(xk) =k loga X
6. Pulapka
[ log(a + b) # loga + log b ]
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Zadanie 04 — Rozpoznaj tozsamos¢,
zanim wykonasz obliczenia

Uprosé:
sin®x + cos®x + 2sin x cos x 4. Dlaczego warto je zna¢?
Tozsamosci trygonometryczne czgsto
umozliwiaja uproszczenie wyrazenia
1. Rozpoznanie pierwszego fragmentu przed liczeniem granicy, pochodnej

lub catki.
sin’x + cos’x =1

A : 5. Mini-zadanie
sin’x + cos?x + 2sin x cos x

Uprosé: 1 - cos’x
staje sig: 1 + 2sin x cos x ' T s
Podpowiedz:
P ) <848 -
2. Alternatywne spojrzenie Zacznij od sin“x + cos”x = 1.
Pierwotne wyrazenie mozna réwniez Rozwiazanie kontrolne:
; e
rozpoznac¢ jako: 1 — cos“x = sin“x
i 2 wiec: sin’x = sinx
(sin x + cos x) R
dla sinx # 0.

poniewaz: (a+ b)? = a®+ 2ab + b®

6. Element wizualny
3. Kluczowe zaleznosci

y A
'd g
in%x + cos®x = 1 : :
SI"x + COS™ X = I S (cos x, sin x)
) sin x
x —
& oS X x 4 h
g : 0 cosx | (1,0 &
sin(2x) = 2sinx cos x (1,0)  x
cos(2x) = cos®x — sin®x
L v
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Zadanie 05 — Ktora funkcja dziala jako pierwsza?

Dane sg funkcje:

fle) =2z 4+ 1

g(x) = a*

Wyznacz: (f o g)(x) oraz (go f)(x).

1. Wyjasnienie pojecia

(f o g)(x) oznacza: najpierw wykonaj g, potem f.

Cayli: f(g(x))

2. Pierwsze zlozenie

g(x) = 2*

Wstawiamy ¢(x) do funkeji f:
flg(x)) =2(2*) +1
Zatem: (fog)(x) = 2% +1

3. Drugie zlozenie
Najpierw: f(x) = 2x + 1
Wstawiamy wynik do g:

9(f(x)) = 2z +1)
Rozwijamy: (2x+1)? = 422 +4x+1

Zatem: (go f)(x) = 42% + 42 + 1

7. Element wizualny

X
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4. Najwazniejszy wniosek
¥ o9y def

f og = 21‘2 + i

gof=4x*+4x+1

L

5. Mikrosekcja — funkcja odwrotna
Dla: f(x) = 2x + 1 znajdz f~'(x).
Krokl: y =2z +1

Krok 2 — zamienziy: * =2y +1
Krok 3 — wyznacz y: © — 1 = 2y,

Tz —1
gl ™
) = 1
6. Kontrola
f(f(x) ==
f
> f(g9(x))
g
> g(f(x))




Zadanie 06 — Najpierw uporzadkuj, potem rozwiazuj

Rozwigz nieréwnosc:

(z-1)(z+3) <0

1. Rozpoznanie

Kiedy iloczyn dwoch czynnikéw jest mniejszy lub réwny zero?

Iloczyn jest ujemny, gdy czynniki maja przeciwne znaki.

[loczyn jest rowny zero, gdy przynajmniej jeden czynnik jest rowny zero.

2. Znajdz miejsca zerowe

r—1=0

a =t

Na osi liczbowej zaznaczamy punkty: —3 oraz 1
Dzielg one 0§ na trzy przedzialy:

(—00, —3)
(-3,1)
(1, +00)
3. Zbadaj znaki
 Przedziat -1 z+3  loczyn
<=3 — = +
-3<z<l1 — - -
z>1 o s o

4. Uwzglednij znak nieréwnosci

o ¢z, gdzie iloczyn jest ujemny,

* oraz miejsca, gdzie iloczyn jest rowny zero.

z € [-3,1]

{ Odpowiedz: [—3,1] }

Y

} L : O
-3 -3 0 1
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5. Pole ,,Strategia”

Gdy masz iloczyn lub iloraz w nieréwnosci:

. Przenie$ wszystko na jedng strone.
. Rozl6z wyrazenie na czynniki.

. Znajdz miejsca zerowe.

1

2

3

4. Zbuduj przedzialy.
5. Sprawdz znaki.

6

. Wybierz przedzialy zgodne z nieréwnoscia.

6. Pulapka

Nie mozna rozwigza¢ nieréwnosci
iloczynowej wylacznie przez zapis:

r—1<0Qorazz+3<0

To nie opisuje wszystkich sytuacji,
w ktorych iloczyn jest niedodatni.

7. Mini-zadanie
Rozwigz: (x —2)(z +1) >0

Odpowied? kontrolna:
(_001 _1) U (21 +00)




Zadanie 07 — Wartos¢ bezwzgledna jako odleglos¢

Rozwigz nierownos¢:
|2 — 3| < 5
1. Interpretacja

|22 — 3| < 5 oznacza, ze liczba 2z — 3 znajduje si¢ w odleglosci mniejszej niz 5 od zera.
=5<2x-3<5

2. Rozwigzanie krok po kroku
Dodajemy 3 do wszystkich czesci nierdwnosci:

=2 <2 <h
Dzielimy przez 2:

=l <€ 3 < 4

Odpowiedz: x € (—1,4)

3. Wizualizacja

i : O O : >
-3 -2 -1 0 1 2 + 5 z
4. Reguly pamigciowe
Jezeli |A| < k, to -k < A<k
Jezeli |[A| < k, to -k < A<k
Jezeli |[A| > k, to A< —klub A >k
Jezeli |A| > k, to A< —klub A >k
_ dla k£ > 0. J
5. Dlaczego zmienia si¢ strategia?
Nier6wno$c¢ typu ,,mniej niz” opisuje obszar wewnatrz pewnej odleglosci.
Nieréwnos¢ typu ,,wiecej niz” opisuje obszar na zewnatrz tej odleglosci.
6. Mini-zadanie
Rozwigz: |z +2| > 3
z+2 < -3 b z24+2 >3
g £ =5 b z > 1
Odpowiedz kontrolna: (—o00, —5] U [1, +00)
7. Element wizualny
|z] < @ — wewnatrz | | || > a — na zewnatrz
O : O > <« -0 I Om= >
—a 0 a z —a 0 a z
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Zadanie 08 — Naucz si¢ czytac funkcje z wykresu

Na podstawie przedstawionego wykresu funkcji f okresl:
* dziedzing,

* zbidr wartosci,

* miejsca zerowe,

Ll

przedziaty monotonicznosci,
* najwieksza i najmniejszg warto$¢ na pokazanym przedziale.

f(z) 4

5. Monotonicznosc¢

2. Dziedzina

Poniewaz wykres istnieje od © = -4 do z =5: Funkeja rosnie na [~4,-2] oraz [2,5]
[ =148 |

3. Zbioér wartosci

Funkcja maleje na [-2, 2|

6. Ekstrema
Lokalne maksimum: f(—2) =3
] Lokalne minimum: f(2) = -2

Najnizsza wartos¢: —2

Najwyzsza wartos¢: 3

[ W; = [2,3]

4. Miejsca zerowe
z=10

x=4

Niemylicz =2z f(2) = -2.

Pierwsze oznacza argument. Drugie oznacza wartos¢ funkeji.
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. Pole ,Jak czyta¢ wykres?”

0§ pozioma — wartosci &

Os pionowa — wartosci f ()
Przeciecie z OX — miejsca zerowe
Wykres idzie w gore — funkcja rosnie
Wykres idzie w dot — funkcja maleje

Najwyzszy/najnizszy punkt =
kandydat na ekstremum




Zadanie 09 — Polacz kilka fundamentéw w jednym problemie

Dana jest funkcja:

flz) = ve+2
r=1

1. Wyznacz dziedzing funkcji.

2. Oblicz f(2).

3. Sprawdz, czy x = —2 nalezy do dziedziny.

4. Wyjasnij, dlaczego = 1 musi zosta¢ wykluczone.

1. Dziedzina

z+2>0 = z2>-2 [ WZOR FUNKCJI }
z—1#0 — z#1 l
[ D=12)uQteo) | ,
[ SZUKAJ OGRANICZEN J
2. Obliczenie f(2) l
242
@) = L=
WYZNACZ DZIEDZINE
V4
ey = =5
f2) =2 vlv
3. Czy © = —2 nalezy do dziedziny? [ DCF)?I:)I[F;E'?A;ﬂEM J
Tak. V=2 + 2 = /0 jest okreslone,a —2 — 1 = —3 # 0.

Zatem —2 nalezy do dziedziny.

4. Dlaczego = = 1 odpada?

Dla z=1 mamy z — 1 = 0, co prowadzi do dzielenia przez zero.

'd ' o

6. Autokontrola 7. Odpowiedzi kontrolne

¢ Czy pierwiastek moze mie¢ argument réwny zero? o Tak.

¢ Czy mianownik moze by¢ réwny zero? ¢ Nie.

¢ Czy kazdy punkt graniczny przedzialu ¢ Nie — trzeba sprawdzi¢ warunki
automatycznie nalezy do dziedziny? konkretnego wzoru.

. » 0
@ Jesli potrafisz rozpoznaé ograniczenia, rozklada¢ wyrazenia na czynniki
i poprawnie czyta¢ wykres, jeste$ gotowy na granice i ciaglosc.

LN
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MODUL 02

Granice i ciaglos¢

Granica nie pyta wylgcznie o warto$¢ funkcji.
Pyta, do czego funkcja si¢ zbliza.

[ GRANICA ]
l

Czy po podstawieniu
otrzymujesz konkretna liczbe?

A
'
( TAK — ZAKONCZ ] [ NIE — Jaki typ problemu? ]
0/0 00/00 PIERWIASTKI
| } J
" POROWNAJ ROZWAZ
URROSE NAJWYZSZE SPRZEZENIE
POTEGI
Y
Bk 2o b on w s saanas ,
— : r—a
] .
T o3
a T
Cel modutu: v=| Czytelnik prze¢wiczy:
7 P y:
Nauczy¢ studenta rozpoznawac rézne * {erp o’sre.dme podstawicnie;
; " E 4 e postac nieoznaczong 0/0,
typy granic, wybiera¢ wlasciwg metode e rozktad na czynniki,
obliczen oraz odrézniaé graniCQ od e usuwanie niewymiernos’ci,
wartosci funkcji. ¢ granice w nieskonczonosci,
e granice jednostronne,
e sprawdzanie ciaglosci,
¢ klasyfikacje niecigglosci.

gl

_Of_ Granica opisuje zachowanie funkcji w poblizu punktu —
L niekoniecznie jej warto$¢ doktadnie w tym punkcie.
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Zadanie 10 — Zanim szukasz trudnej metody, po prostu podstaw

Oblicz:
lim (z* + 3z — 1)
T—2

1. Pierwsze pytanie

Czy funkcja jest okreslona i ciagla w punkcie 2 = 2?

Wielomiany sa ciagle dla wszystkich liczb rzeczywistych.

Mozemy wiec rozpoczaé od podstawienia.

s . Pp r
2. Podstawienie 5. Procedura startowa

2
lim (3:2 43 = 1) =98 639 ZAWSZE ZACZNI1J OD PODSTAWIENIA.
z—2 o F :

Jezeli otrzymasz zwykla liczbe —
3. Obliczenie najczgsciej zadanie jest zakoniczone.
=4+6-1 Jezeli otrzymasz forme problematyczna,
~ 9 np. % lub %g, trzeba zmieni¢ strategie.

Odpowiedz: lim (z*+3z—1)=9

T2 6. Drugi przyktad
oha. . 3
4. Dlaczego to dziala? Oblicz: lim_ (22° —z +4)
Dla funkcji ciaglej w punkcie a: 9 (_1)3 ~f=1)4
olsl_r’naf(w)=f(a) =_2_|_1_|_4
Nie oznacza to jednak, ze bezposrednie podstawienie zawsze wystarczy. =3

7. Pole ,,Uwaga!”

{ BLEDNA STRATEGIA DOBRA STRATEGIA

najpierw podstaw.

 —

natychmiast szuka¢ reguly de 'Hospitala,
rozkladu, specjalnych wzoréw.

8. Mini-zadanie
lim3 (z% — 2z + 5)

Odpowiedz: 8
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Zadanie 11 — 0/0 nie jest odpowiedzig

Oblicz:

1. Zacznij od podstawienia

Licznik: 22 —4=0
Mianownik: 2—-2=0
: 0

Otrzymujemy: 0

3. Rozpoznaj strukture
=l = 5% =92

2 —4=(z-2)(x+2)

4. Przeksztalcenie

(z —2)(z+2)
x— 2
Dlazx2: =242

7. Wizualizacja
z2 —4
=2

(2,4)

lim

|

z—=2 1 — 92

8. Wniosek

e

8Y

N I

_Q’_

Funkcja moze nie by¢ okreslona

w punkcie, a jej granica moze istniec.
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2. Kluczowy komunikat

—

\

0/0 NIE JEST WYNIKIEM.
To postaé nieoznaczona.

Informuje nas, Ze pierwotng posta¢
trzeba uprosci¢ lub zastosowac inng
wlasciwg metode.

5. Teraz policz granice

lim (z4+2) =4
r—2

[ Odpowiedz: 4 |

6. Dlaczego wolno skroci¢ z — 2?

W granicy x — 2 interesuja nas wartosci blisko 2,

a nie wylacznie x = 2.

Dla punktéw bliskich 2, ale réznych od 2,

czynnik z — 2 nie jest zerem i mozna go skrocic.

y=x+2

(2,4)

Odpowied? kontrolna: 6




Zadanie 12 — Szukaj wspolnego czynnika, ktory powoduje 0/0

Oblicz:

1. Podstawienie
¥-1=0
1-1=0

Otrzymujemy: %

2. Rozpoznaj wzor

a® — b® = (a — b)(a? + ab + b?) ]

Dla a = z, b = 1 otrzymujemy:

2?-1=(z-1)(z>+z+1)

3. Podstaw do granicy

(x-1)(z®+z+1)

lim
r—1 r—1

4, Skroc wspolny czynnik

Dlaz #1: = lim (z>+z+1)

z—1

5. Podstaw ponownie

Zei141=3

Odpowiedz: 3
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2% —1

x—1

6. Strategia rozpoznawania

:
z? — a? > roznica kwadratow J
.
g
B4 ka % i
z°—a > roznica szescianéw
licznik ma znane sprawdz mozliwos¢
miejsce zerowe wylaczenia czynnika
(z —a)

7. Dlaczego rozklad jest tak wazny?

Przy granicach typu 0/0 czgsto problemem nie jest
sama granica, lecz ukryty wspélny czynnik
w liczniku i mianowniku.

8. Mini-zadanie
2
3 2
Ok ita S Leo e
r——2 T+ 2

Podpowiedz: z° + 3z + 2 = (z + 1)(z + 2)

Po skréceniu: 2z + 1

Odpowiedz: —1

9. Pole ,,Sprawdz siebie”

Jaki czynnik chce znalez¢ w liczniku?

Odpowiedz: Taki sam, jaki zeruje mianownik.




Zadanie 13 — Gdy pojawia sie¢ pierwiastek, pomysl o wyrazeniu sprzezonym

Oblicz:

lim Ll et

x—0 €T

1. Bezposrednie podstawienie

Vi-2=0

Mianownik: 0

Otrzymujemy: %

2. Problem

W liczniku znajduje si¢ réznica zawierajgca pierwiastek.
Nie mozna jej roztozy¢ klasycznymi metodami tak fatwo
jak wielomianu.

3. Wyrazenie sprz¢zone

Dla v/z + 4 — 2 wyrazeniem sprzezonym jest v/z + 4 + 2

4. Pomnoz licznik i mianownik

ve+4-2 Jx+4+2
z ve+4+2

5. Uzyj wzoru
(a —b)(a+b)=a>-b?
(Ve+4)' -2 =z+d4-4=2

Otrzymujemy: t
z(Vz+4+2)
6. Skroc
1
Daz #0: = ——
4 vz+4+2
7. Podstaw ponownie
I e |
JAF2 242 4

[ Odpowiedz: % ]
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8. Co wlasciwie zrobilo sprzezenie?
Sprzgzenie usuwa roznicg pierwiastkow dzieki
wzorowi (a — b)(a + b) = a® - b°.

W ten sposéb czesto ujawnia sig czynnik,

ktory mozna skrocic.

9. Strategia

- . [} ra - - . ’
Jezeli masz 0 oraz réznice pierwiastkow,

sprawdz wyrazenie sprz¢zone.

10. Mini-zadanie

i — 1+f€_1

1
Odpowiedz kontrolna: 3

11. Element wizualny

B3] s | e |

sprzgzenie = zmiana znaku miedzy skladnikami



Zadanie 14 — Przy bardzo duzych x liczg sie najwyzsze potegi

Oblicz:
i 3z -2z +1
1m
z—+00 1?2 4 br — 4
1. Intuicja 5. Regula szybkiego rozpoznania

Dla bardzo duzych wartoéci , 2 rosnie znacznie szybciej ool s N - s A
Dla funkeji wymiernej TeS) poréwnaj stopnie wielomiandw.
I

niz x oraz stale.
Dlatego najwazniejsze staja si¢ skfadniki z najwyzsza potega. ’ )
7 "'"'“'\_II STOPIEN LICZNIKA
2. Metoda formalna el | < STOPIEN MIANOWNIKA
Nt
Podziel licznik i mianownik przez 22 | = =9
2 1
. P X y .
e, & ey ;.
b T A ‘\\ STOPIEN LICZNIKA
1+ A | = /.f = STOPIEN MIANOWNIKA
\ # . ’
— — iloraz wspétczynnikéw
3. Granice skladnikéw \ J
Gdy z — +oo, to . — 0 oraz —15 -0 i P |
T x e \\ STOPIEN LICZNIKA
4. Podstaw graniczne wartosci k--\> y .- STOPIEN. M'ANO‘_NNIKA
sl 30 20=8 [ e — zbadaj wzrost i znak ]
Mianownik: 1 +0-0=1
g
7= 9
3z2 -2z +1
Odpowiedz: lm — —— = =3
[ P z—s+o00 T2 4+ Hx — 4
6. Przyklad poréwnawczy A 7. Przyklad poréwnawczy B
3
2:B+1:U {iii dx 1:§
=00 g2 4 3 oo 278 4+ 2
Stopien licznika: 1, stopien mianownika: 2 Stopnie rowne.
8. Pulapka
Nie podstawiaj mechanicznie symbolu oo tak, jakby byt zwykla liczba.
oo opisuje sposob zachowania argumentu, a nie konkretng wartos¢ liczbows.

9. Mini-zadanie
Tes 43

Odpowied? kontrolna: %
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Zadanie 15 — Z ktorej strony zblizasz si¢ do punktu?

1

: lim
r—2

T—27

Dana jest funkcja: f(x) = Oblicz:

1. Co oznacza zapis?

f(z) oraz lim f(x).

z—2%

5. Wizualizacja

* x — 27 oznacza zblizanie si¢ do 2 z wartosci YA i
mniejszych od 2. i
o  — 2% oznacza zblizanie si¢ do 2 z wartosci 4 + i
wiekszych od 2. !
: 2 | |
2. Granica lewostronna :
Rozpatrzmy wartosci x < 2. . . : . : o
Wtedy  — 2 < 0 — mianownik jest bardzo malq 2, :1 0 |2 é :4 é z
liczbg ujemna (zbliza sie do 0 z lewej strony). :
Licznik jest rowny 1, wiec wyrazenie i i
przyjmuje coraz mniejsze wartosci (ujemne), i
dazac do —oo0. -4 T :
: 1 :
lim = —00 i -
T2 T — , asymptota pionowa: & = 2

3. Granica prawostronna

Rozpatrzmy wartosci @ > 2.
Witedy & — 2 > (0 — mianownik jest bardzo malg
liczba dodatnia (zbliza sie do 0 z prawej strony).

Licznik jest rowny 1, wiec wyrazenie

przyjmuje coraz wieksze wartosci (dodatnie),

lim 4 ges 400
3

dazac do +o00.

[

4. Czy granica obustronna istnieje?

x—27 I —

Granica obustronna lim z—2 f () istnieje wtedy
i tylko wtedy, gdy granica lewostronna i prawostronna
s3 réwne.
W naszym przypadku:
—00 # 400
Zatem granica obustronna nie istnieje.

Funkcja f(z) = Ti

3 nie ma granicy
w punkcie z = 2.
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6. Pole ,,Strategia”

-~

Aby zbadac¢ granice miejscowa funkcji w punkcie:

1. Ustal strone zblizania:  — @~ lubz — a™.

2. Sprawdz znak licznika.
3. Sprawdz znak mianownika w poblizu punktu.

4. Ocen, czy wyrazenie dazy do +o0 czy —oo.

7. Mini-zadanie

Oblicz granice:

lim — oraz lim —
z=0- T =0+t T
Odpowiedz kontrolna:
: 1 : 1
lim - = —o0 lim - = 400
z—0" T z—=0t T




Zadanie 16 — Kiedy funkcja jest ciggla w punkcie?

: z? -1
Sprawdz, czy funkcja f(z) = 7
m .

jest ciagla w punkcie © = 1.

1. Warunki ciaglosci

Funkcja f jest ciagla w punkcie a, jesli spelnione sq trzy warunki:
© /(o) istnieje,
© lim f(z) istnieje,
r—=a
© lin f(z) = f(a)

Wiszystkie trzy warunki musza by¢ spelnione jednoczesnie.

2. Sprawdz wartos¢ funkcji

Podstawiamy = 1 do funkcji:

1°=1 0

1) = = —

=333 =5
Otrzymujemy % wiec funkcja nie jest okreslona

w punkcie z = 1.

Warunek 1 nie jest spetniony.

3. Sprawdz granice
Rozktadamy licznik:

22 —1=(z-1)(z+1)
Dla & # 1 mozemy skréci¢ przez x — 1:

f(x)z%zx+l daz#1

Obliczamy granice:

lim f(z) =lim (z+1)=14+1=2
r—1 a—1

Granica istnieje 1 jest rowna 2.
Warunek 2 jest spelniony.

4. Wniosek

x —_—
Funkcja f(z) = el

poniewaz f(1) nie istnieje (warunek 1 nie jest spelniony).

nie jest ciagla w punkcie = 1,

Mimo ze _iimi f(z) = 2 istnieje, brak wartosci funkcji

uniemozliwia spelnienie wszystkich warunkéw cigglosci.

5. Typ nieciaglosci

Poniewaz granica w punkcie z = 1 istnieje, ale funkcja nie jest
w tym punkcie okreslona, mamy nieciaglo$¢ usuwalng.
Gdybysmy zdefiniowali f(1) = 2, funkcja bylaby ciaglaw z = 1.
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6. Wizualizacja

yll

4-.
y=z+1

Y

Pk e s i e

[ (O = brak wartoéci

7. Algorytm cigglosci

KROK 1
Policz f(a).

KROK 2
Policz lim f(z).

T—+il

KROK 3
Poréwnaj wyniki.

Funkcja jest ciagla w a tylko wtedy,

gdy wszystkie trzy warunki sa spelnione.

M vy

8. Mini-zadanie

Sprawdz, czy funkcja g(z) = 22 + 1 jest ciagha
w punkcie z = 3.

Odpowiedz:
sy ™\

Tak, funkcja jest ciagta w 2z = 3.
Funkcje wielomianowe sg ciagle w kazdym punkcie, wigc:

lim g(z) = lim (z2+1) =32+1 =10
T—3 z—3

oraz ¢g(3) = 32 +1 = 10.

Granica istnieje i jest rowna wartosci funkcji:

lim g(z) = g(3) = 10.

“ y




Zadanie 17 — Rozpoznaj, co dzieje si¢ z funkcjg w problematycznym punkcie

1. Typ A — nieciaglo$¢ usuwalna

Przyklad:
. 1
f(a:)=£ dla z # 1.
Upro$cémy:
z=1Nz+ 1
- TN
z-—1
dla zi=£ 1.

Granica istnieje:
lim f(z) =lim(z+1) =2,
=1 r—1

ale funkcja nie ma wartosci w x = 1.

y A

Y

Interpretacja:

Wystepuje ,dziura” w wykresie.
Problem mozna usungé, definiujac

w tym punkcie odpowiednig wartosc.

4. Tabela poréwnawcza

Typ Granica obustronna
Usuwalna istnieje
Skokowa nie istnieje

R nie istnieje jako

liczba skoriczona

6. Mini-zadanie diagnostyczne

Dana jest funkcja spelniajgca warunki:

.lir‘r;1+f(:£:) =5, ale f(3) = 1.

lim f(z) =5,
=3~

Przykiad:

|

f(z)

Granice jednostronne:

2. Typ B — niecigglos¢ skokowa

0 dla z<0,
2 dla zZ0.

3. Typ C — nieciaglos¢ nieskonczona

Przyklad:

f(z)

— w otoczeniu x = 0.
T

Granice jednostronne:

; - im - = -
- S b= i
1
- a l’ —
]
y i
2---- ’ T
- z
: -1 J :
9, 7o : —1
0 z |
Interpretacja: Interpretacja:

Granice jednostronne s rézne
(obie skoriczone). Funkcja ,skacze”

w punkcie.

Zachowanie

dziura

rézne granice
jednostronne

asymptota pionowa

Jaki typ niecigglosci wystepuje w = 3?

[ Odpowiedz: nieciaglos¢ usuwalna. J
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Funkgja dazy do 400 przy zblizaniu si¢
do punktu. Pojawia si¢ asymptota
pionowa.

5. Strategia rozpoznawania

s ™y

Czy granice jednostronne sa rowne?
Jedli tak: sprawdz, czy f(a) istnieje

iczy f(a) = ll_T'I}I [z}

Jesli nie: sprawdz, czy wartosci sa skoficzone

(skok) czy nieskoriczone (asymptota pionowa).

7. Nie zapamietuj obrazka bez reguly

-~

Typ nieciaglosci wynika z relacji migdzy:
e granicg lewostronng lim f(z),
T—=a-
e granicg prawostronng lim  f(z),
z—at

e wartoscia funkeji f(a).

To one decyduja o zachowaniu funkeji

w problematycznym punkcie.




Zadanie 18 — Granica, wartos¢ funkgji i cigglos¢ w jednym przykladzie

. 5 xz — 4
Dana jest funkcja: f(z) = -9

Odpowiedz:

dla ¢#2 oraz f(2)=>5.

1. Oblicz 1in§ f(z). 2. Podaj f(2). 3. Sprawdz cigglosé¢ w z = 2.

4. Okresl typ niecigglosci.

1. Obliczenie granicy
Dla z # 2 roztéz licznik:
2 —4=(z-2)(z+2)
Upros¢ funkcje:
i (z-2)(x+2)
-2
Oblicz granice:

f(z) =zg+2 dla z#2

Iiné filz) = lin_}(:c+2) =4

{ Odpowiedz: lim f(z) =4 }

2. Wartos$¢ funkcji
Z definicji funkgji:

[ Odpowiedz: f(2)

6

Granica w punkcie z = 2: lin; flz)=4
=

3. Poréwnanie

Wartos¢ funkeji w punkcie z = 2: f(2) =5

Granica # wartos¢ funkgji.

Whiosek: funkcja nie jest ciagla w punkcie z = 2.

4. Typ niecigglosci

Granica istnigje i jest skoniczona (rowna 4),
ale wartos¢ funkeji w punkcie jest inna (5).
To jest niecigglosc usuwalna.

5. Jak naprawi¢ funkcje?
Aby funkcja byla ciagla w & = 2, nalezy ustawic:

f(2) = lim f(z) = 4.
Wiedy: Jl_li’l’é flz)i= £(2) =4,

czyli funkcja bedzie ciagla w tym punkcie.
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6. Wizualizacja

¥ y=x+2

A
6 (2,5)
e ®
Bl cesdep > (2.4)
2 - I

: =' —>

0 0 2 4

N\

[ =) przenies wartosé do (2,4) J

7. Mapa modutu

PODSTAWIENIE
podstaw wartos¢

LICZBA?
jesli tak — zakoncz
v
0/0?
jesli tak — upros¢
PIERWIASTEK?
L jesli tak — sprzezenie
oy

v
NIESKONCZONOSC?
jesli tak — pordwnaj

dominujace potegi

v

PUNKT PROBLEMATYCZNY?
jesli tak — sprawdz
granice jednostronne

i ciggtosé

5. Jaka wartos¢ nalezaloby przypisa¢ f(2), aby funkcja byta ciagta?

8. Autokontrola

' ™\

1. Czy % jest wynikiem?

2. Czy funkcja musi istnie¢
w punkcie, aby jej granica
tam istniafa?

3. Kiedy istnieje granica

obustronna?

9. Odpowiedzi kontrolne

' ™

1. Nie.
2. Nie.

3. Gdy granica lewostronna

1 prawostronna istniejg

1 s3 rowne.

10. Podsumowanie kluczowe
o S

Granica opisuje zachowanie.

Ciaglos¢ poréwnuje
zachowanie z rzeczywistg

wartoscia funkcji.




MODUL 03

Pochodne

Pochodna moéwi, jak szybko
zmienia si¢ funkcja — i w ktérg strone.

[ FUNKCJA f(z) ]

[ POCHODNA f'(z) ]

)
{ \ l

[
R D N R Y

TEMPO NACHYLENIE

ZMIANY Bl MONOTONICZNOSC EKSTREMA

T

Iy

@ Cel modutu: v=| Czytelnik przeéwiczy:

pochodna z definicji,
podstawowe wzory,

regule iloczynu,

regule ilorazu,

regute tancuchowa,

pochodne funkcji szczegélnych,
réwnania stycznej i normalnej,
monotonicznosc i ekstrema,
pelne badanie przebiegu
zmiennosci funkcji.

Nauczy¢ studenta oblicza¢ pochodne,
rozpoznawac wlasciwe reguly
rézniczkowania oraz wykorzystywac

pochodng do analizy funkgji.

'\I/

_O_ Pochodna w punkcie opisuje nachylenie stycznej
= do wykresu funkcji w tym punkcie.
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Zadanie 19 — Skad wlasciwie bierze si¢ pochodna?

Korzystajac z definicji, oblicz pochodna funkcji f(z) = 2.

1.

2.

Definicja

f1e) — i L@ TR = S(2)

h—0 h

h to bardzo mata zmiana argumentu.
Licznik to zmiana wartosci funkcji.
lloraz to §rednie tempo zmiany.

Granica daje tempo zmiany w danym punkcie (chwilowe).

Podstaw funkcje

2

Dla f(z) = z* mamy:

3.

4.

5.

6.

f(x+h) = (z+ h)?

; o (:1:+h)2—:t,‘2
7o) = S

Rozwin kwadrat
(z + h)? = 22 + 2zh + h?

z2 + 2zh + h? — 22
’ = 1-
f (1:) .‘:I—I;% h

Uprosc licznik
& L 2eR A R — ™

o = iy
2
Flap= }lllj}}) Q:Ch};l— h
Wylacz h
2zh + h* = h(2z + h)
h(2 h
7/@) = tim MR g
f'(2) = lim (2 + h)
Oblicz granice

Gdy h — 0, to 2z + h — 2z.

Zatem

( Odpowiedz: f'(z) = 2z ]
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7. Co oznacza wynik?
Dla z = 3:

f(3)=2-3=6

Nachylenie stycznej do paraboli y = 2 w punkcie
o wspolrzednej z = 3 wynosi 6.

8. Wizualizacja
Na wykresie widzimy, jak sieczne zblizaja sie do
stycznej w punkcie P = (3, 9).

yll

styczna

1 -
T

L 5 g
hg 3+h1

3

{ SECANT ] =% [ h maleje J =% [ STYCZNA]

9. Najwazniejszy sens

' , Pochodna to granica ilorazu zmian:

gdy zmiana 2 staje si¢ bardzo mala.

zmiana y
zmiana x

Wtedy méwimy o chwilowej szybkosci zmian.

L o

10. Mini-zadanie

Korzystajac z definicji, sprobuj uzasadnic:
d
dz

(3z)=3




Zadanie 20 — Rozpoznaj wzor i rozniczkuj skladnik po skladniku

Oblicz pochodna:
flx) = 42° — 52 + 22 — 7
1. Wzor podstawowy 5. Wizualizacja procesu
Jeieli f(z) = 2", to dndel —» |Bi2o8

pochodna wynosi f'(z) = n - 2" . __1[_]$

2z
2. Reguly pomocnicze

B
| S

o % ()=0 (c — stata)

6. Dlaczego wykladnik maleje o 1?

o« Ll f@]=c fz) (e st

X F , pochodnej 1 dziata jak praktyczny
o (f(z) +9(2)) = f'(z) + ¢'(z) algorytm: wyktadnik schodzi przed z,
\ a nastepnie zmniejsza si¢ o 1.

s(')f Reguta potegowa wynika z definicji

3. Rozniczkuj kazdy sktadnik
7. Wazne wyjatki intuicyjne

i(4:1:3) =4:3%" = 12°
dz d 0 S 1
d ] i o a(:{:) =1, poniewaz z =z,
E(—53})=—5-2:€ = —10z wiec L. 22 =il wz? =
di (22) =2 1=l =2 ° éi—r(l) = () (pochodna statej to zero).
£
d . . .
74 (=7)=0 8. Mini-zadanie
Oblicz pochodng funkeji g(z) = 3z* — 22 + 6.
4. 716z wynik Rozwigzanie:
Sumujemy pochodne sktadnikow: d(z)=3- P O T P L
2 .
[ LTy S ] [ g'(z) = 122° - 2 ]
9. Putapka

Czesty blad: %(3:3) =3z X
Poprawnie: %@3) =3z

Pamietaj: wyktadnik musi zawsze zmniejszy¢ sie o 1!
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Zadanie 21 — Gdy funkcje s3 mnozone lub dzielone, potrzebujesz nowej reguly

A. Zadanie gléwne A
Oblicz pochodng f(z) = 2 - sin z.

1. Reguta iloczynu

Jesli f(x) = u(z)v(z), to
F/(@) = (@)(z) + u(@)(2)

2. Wybierz funkcje

2

uw) = = v(z) = sinz

u'(z) = 2z v'(z) = cosz

3. Podstaw do wzoru

fi(@) = u'(z)v(z) + u(z)v'(x)

=2z -sinz + 22 - cosz

4. Odpowiedz A

{ f'(z) = 2zsinz + 2% cos x ]

5. Pulapka

j—
e Blednie:

(1) = ot

.

Q Poprawnie:

(wv)" = u'v + ur’

Iloczyn pochodnych to nie pochodna iloczynu.

Zawsze pamietaj: (uv)’ # u'v’.

L
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B. Zadanie glowne B
2 +1
=

Oblicz pochodng g(z) =

6. Reguta ilorazu

Jesli g(z) = 2 oraz v(x) # 0, to

v(z)
;o d(@)() - u(@) ()
g(z) =
(v(2))?
7. Wybierz elementy
u(z) = 22 + 1 uf(z) = 2z
viz) == i) = 1
8. Podstaw
7 vv—w' 2z-z—(22+4+1)-1
gehs == =
222 -2 -1 z22-1
~ B = B
9. Odpowiedz B
[g’(m)—""221 dlax;ﬁO}
x

10. Alternatywna metoda

g% 4= dl 1
=T+ —
xI x
1!
st @y = (o4 1) =13
ad: ¢'(x) P = =
2 1 A |
R

Obie metody dajg ten sam wynik.
11. Wniosek strategiczny

! 1y * - L
(- Jesli iloraz mozna latwo uprosci¢ przed
=  rozniczkowaniem, czgsto warto to zrobic.

12. Mini-zadanie
Oblicz pochodng h(z) = x - €°.

[ Odpowiedz: h'(z) = €* + ze® ]




Zadanie 22 — Funkcja w funkgji: rézniczkuj od zewnatrz do srodka

Oblicz pochodna:

1. Rozpoznanie struktury
Mamy funkgje ztozona.

Funkcja zewnetrzna to u”, a funkcja wewnetrzna to u = 3z° + 1.

2. Regutla tancuchowa
Jesli f(z) = F(g(z)),to

| F@)=Fl) g |

fla)= (3% 4 1)°

7. Wizualizacja warstw

x h
e v g rozniczkuj
32241 > od zewnetrznej
L J warstwy do
¥ v . wewnetrznej
By

Pochodna zewnetrznej razy pochodna wewnetrznej.

3. Pochodna funkcji zewnetrznej

_ 54
Funkcja zewnetrzna: u”

o 5o
duu = du

Po podstawieniu z powrotem u = 3z% + 1:

F'(322 +1) = 53¢ +1)*

4. Pochodna funkcji wewnetrznej

Funkcja zewnetrzna: u = 3z2 +1

% (3z2+1) =62
5. Pomnéz
Z reguly fancuchowej:
f'(z) = 532*+1)* - 6z
6. Upros¢
Porzadkujemy mnozenie:

f'(z) = 30z (322 +1)*

8. Drugi mikroprzyklad
Weimy g(z) = sin(2z).
¢ Funkcja zewnetrzna: sinu — cosu

¢ Funkcja wewnetrzna: v =2z — 2

Zatem:

g'(z) = cos(2z) - 2 = 2 cos(2x)

[ Odpowiedz: ¢'(z) = 2cos(2z) J

9. Trzeci mikroprzykiad
Weimy h(z) = V22 +4 = (z? +4)%.

1 1 1

¢ Funkcja zewnetrzna: u2 — e T2

e Funkcja wewnetrzna: u = 22 +4 — 2z

Zatem: i 1
=2 T
W(z)==(z2+4)72% -2z =
2 2+ 4
Odpowied: 1'(z) = ——
i Vi 22 +4

Odpowiedz: f'(x) = 30z (3z% + 1

"]

10. Putapka

N

o Dla wyrazenia (3z2 +1)° nie wystarczy napisa¢ 5(3z* + 1)".
Brakuje czynnika - 62 pochodzacego z pochodnej funkcji wewnetrznej 322 + 1.

11. Mini-zadanie
Oblicz pochodna funkeji y = (2* — 2)4.

28 | Zeszyt rozwiazanych zadan

i Rozwiazanie:
Zewnetrzna: u
| Wewnetrzna: u = 2° — 2 — 322

Ly =4(c®-2)° - 32% = 122%(:% - 2)°

1 3
™ R Odpowiedz:

y =122%(z% - 2)°




Zadanie 23 — Wzory szczegolne, ktore trzeba rozpoznawac natychmiast

1. Karta wzoréw podstawowych 5. Strategia
(sinz) = cosz Widzisz | Pierwsza reakcja
(cosz) = —sinz sin(...) cos(...) x pochodna $rodka
2B} — % [
(e®) % 3 cos(...) —sin(...) X pochodna $rodka
(lnz) = = da >0
xr el el) x pochodna wyktadnika
1 =
tgx) = jonalni 1
(tg ) cos® & fopciendlie) In(...) ) x pochodna $rodka
\. J see

2. Zadanie A

Dane:  f(z) = 3sinz — 2cosz

6. Dlaczego nawias jest wazny?

Bez nawiasu:  (sinz)’ = cosz
Rézniczkujemy sktadnik po sktadniku:

o) = (3sinz)’ —(2cos 2)

= 3cosx — 2(—sinz)

Z nawiasem:  (sin 3z)" = 3cos 3z

Ten dodatkowy wspétczynnik 3 pochodzi z reguly tancuchowej:
pochodna $rodka (3z) to 3.

( f'(z) = 3cosz + 2sinz ] 7. Pulapka logarytmiczna

Wyjasnienie znaku: pochodna z —2cosx to o Dla h(z) = In(z? + 1)
—2.(—sinz) = +2sinz. 1
BLAD (czgsty): —
3. Zadanie B ok
; = 2% POPRAWNIE: 52T
Dane: g(z) =e 2

S

Rozpoznajemy regule tanicuchows:

* na zewngtrz mamy € — pochodna to €, 8. Mini-zadanie 1 : 9. Mini-zadanie 2

e wewnatrz ¥ = 2= — pochodna to 2. p(z) = cos(5z) g(z) = %
Zatem: . 25 _

[ g(z) = 2e } {p’(sc) = —531n(53:)] [ q(z) = 2z €® }
4. Zadanie C SRR A -
Dane:  h(z) = In(2® + 1) 10. Mini-zadanie 3
Reguta taricuchowa: : r(z) = In(3z 4+ 1) l r(z) = 3
e nazewnatrz mamy In . — pochodna to T 3z +1

o wewnatrz u = 2> + 1 — pochodna to 2z.

11. Twoja karta decyzyjna

Zatem: W (o) 22 CO JEST NA ZEWNATRZ?
_’L‘ =— LS 1 v
z? +1 s . ~
ZROZNICZKUJ
L d
NIE ZAPOMNIJ O SRODKU
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Zadanie 24 — Pochodna jako nachylenie prostej

—— — —— e
Dla funkcji f(z) = x? znajdZ réwnanie stycznej i normalnej
do wykresu w punkcie odpowiadajacym xo = 1.

Cel dydaktyczny: utrwali¢ interpretacje pochodnej jako
nachylenia stycznej oraz umiejetnos¢ wyznaczania rownan
stycznej i normalnej.

1. ZnajdZ punkt na wykresie
ro.=1

fQ)y=17%=1

Punkt stycznosci: P = (1,1)

2. Wyznacz pochodng i nachylenie stycznej
fl@)=2*> = f(z)=22
fll)=2-1=2
Nachylenie stycznej: ms = f'(1) = 2

3. Réwnanie stycznej
Korzystamy ze wzoru punkt—nachylenie: y — yo = m(z — z)
y—-1=2(z-1)
y—1=2x -2
=2zx-1

Odpowiedz: réwnanie stycznej: y = 2z — 1

4. Réwnanie normalnej

Normalna jest prostopadia do stycznej.

. : 1 1
N h ] ] . — T L T
achylenie normainej: 7, : 5

Réwnanie (wzor punkt—nachylenie):
1
y-l=-12@-1
Po uproszczeniu (opcjonalnie):

y—1=—%x+

b e b | =

=5 A

[ Odpowiedz: réwnanie normalnej: y = — %LL + % J

5. Dlaczego wspélczynniki sa ze soba zwigzane?
Proste prostopadle maja nachylenia 1, i ms, ktére spelniajg:
my - My = — 1
1

Stad, jesli mg # 0, to m,, = — %
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6. Wizualizacja

Y A
y=2z’
i4
styczna
3T mg =2
9.4
1+ P = (13 1)
normalna
my = —
Do=ru 4 p X SN
-1 +
7. Strategia — krok po kroku
[ PUNKT z }
'
{ POLICZ () }
!
{ POLICZ f'(z0) |

b

{ WSTAW DO ROWNANIA PROSTEJ ]

8. Pulapka — czego unikac?

Nie uzywaj f’(x) ,sam z siebie”.
Aby wyznaczy¢ styczng w punkcie g,
potrzebujemy konkretnej wartosci
pochodnej f'(z).

9. Mini-zadanie

Dla f(z) = x* znajdz nachylenie stycznej
w punkcie odpowiadajacym = = 2.
Rozwigzanie:

f'(x) = 3a*
fl2)=3-22=3.-4=12

[ Odpowiedz: nachylenie stycznej m = 12




Zadanie 25 — Znak pochodnej mowi, czy funkcja rosnie czy maleje

Cel zadania:

©)

1. Obliczamy pochodna

i wyznaczy( jej ekstrema lokalne.

Zbadaé¢ monotonicznosé funkgji f(z) =2* — 3z

flz) = 2® = 3z
fll)=32>-3=3(z*-1)=3(z-1)(z+1)

.

2. Wyznaczamy punkty krytyczne
Punkty krytyczne to rozwigzania réwnania f'(z) = 0:

(z—-1)(z+1)=0
= rg==1lub z=1

Punkty krytyczne: x; = —1, 9 = 1.

A

3. Dzielimy 0§ liczbowa

-

Punkty krytyczne dziela 0§ liczbowa na przedziaty:

(=00, -1), (-1,1), (1,+00).
4, Badamy znak pochodnej
Przedziat Znak f'(z) Zachowanie f
(f; __11) ik roénie
=f=zo<l X nalss
(_11 1)
(lx zolo) - rosnie

5. Wnioski o ekstremach

W punkcie £ = —1 pochodna zmienia znak z + na —,
wige funkcja ma maksimum lokalne.

W punkcie z = 1 pochodna zmienia znak z — na +,

wiec funkcja ma minimum lokalne.
;5

6. Wyznaczamy wartosci w punktach krytycznych

« f(=1)=(-1*-3(-1)=-1+3=2
Maksimum lokalne: (—1, 2).
e f(1)=1-3(1)=1-3=-2

Minimum lokalne: (1, —2).

.

-

7. Zasada kluczowa

r N\

¢ funkcja roénie

f(z) >0 (wykres idzie w gore)

funkcja maleje

"(z) < 0 ] )

f'(z) (wykres idzie w d6t)
) o punkt trzeba zbada¢ —

f (:r:) =10 nie zawsze jest to ekstremum

. s e
Y

=2

Funkcja ro$nie = (—o0, —1), maleje — (=1, 1), roénie — (1,400).

.

=,

9. Pulapka (na co uwazac!)

o Nie zapisuj automatycznie: f'(a) = 0 = ekstremum!

Przyktad kontrprzykiadu:
flz)=2*  f'(z) = 32?
f(0)=0,

ale w punkcie & = 0 funkcja nie ma ani maksimum,
ani minimum (rosa zaréwno przed, jak i za punktem).

LN

10. Mini-zadanie

Dla g(x) = 2* — 4z + 1 zbadaj jedno ekstremum lokalne.
o g'(x) =22 -4
. g"{.'r)=0=> 2—-4=0= =2

(punkt krytyczny)

® Znak pochodnej:
—dlaz <2, +dlaz>2(zmiana z — na +)

* Wniosek: w punkcie # = 2 funkcja ma minimum lokalne.
e Wartoéé: g(2) =22 -4-2+1=4-8+1=-3

Minimum lokalne: (2, —3).

~
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Zadanie 26 — Zbuduj obraz funkcji z samych obliczen

Cel dydaktyczny:
O Przeanalizowa¢ przebieg funkcji f(z) = 2* — 3a?

wykorzystujac pochodng i wyciggnac wnioski o wykresie.

1. Dziedzina

Funkcja jest wielomianowa, wigc jest okre$lona dla kazdego « € R.

2. Miejsca zerowe
22322 =0
2*(z—-3) =0
Stad: =0 hib 2=3.
3. Pochodna
f(@) = (2® - 32%) = 32% — 6z = 3z(z - 2)
4. Punkty krytyczne (z réwnania f'(x) = 0)
Jz(z—-2)=0 = x=0 lub z=2
5. Znak pochodnej i monotoniczno$é
Rozpatrujemy przedzialy: (—o0.0), (0,2), (2, +00).

Przedzial Znak [’ Funkcja
z<0 + ro$nie
0<z<2 - maleje
x>2 + ro$nie

6. Ekstrema
o W punkcie 2 = 0 znak f’ zmienia sie z + na —,
zatem jest to maksimum lokalne.
f(0)=0°-3-02=0 = punkt (0,0).
e W punkcie = 2 znak f' zmienia sie z — na +,
zatem jest to minimum lokalne.
f(2)=22-3.22=8-12=—-4 = punkt(2,—4).

7. Tabela przebiegu (graficzny obraz znakéw i zachowania)

9. Algorytm analizy (checklista)

@ 1. Dziedzina funkgji

2. Miejsca zerowe

3. Pochodna

. Punkty krytyczne
(z réwnania f'(z) = 0)

5. Znak pochodnej
(na przedziatach)

6. Monotoniczno$é¢ funkji

7. Ekstrema
(wartoéci i punkty)

OO I®

@ 8. Szkic wykresu

x —00 0 2 | +oo

1 e 0 - ' 0 +

f o maks. N | min. 7

(0,0) @ =4y |
8. Szkic wykresu R
Wykres przechodzi przez punkt (0, 0)
(maksimum lokalne). Nastepnie funkcja
maleje do minimum lokalnego w punkcie 0 )
(2, —4), po czym znéw rosnie i przecina
0§ OX w punkcie x = 3.
(2,—-4)
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10. Uwaga — rozwiniecie tematu

W bardziej rozbudowanych zadaniach
mozna dodatkowo analizowac:

¢ granice funkcji na krancach dziedziny,
e asymptoty,

» druga pochodna,

o wklestosé i wypuklo$¢ wykresu,

¢ punkty przegiecia.

W tym zadaniu nie rozwijamy
tych zagadnien.

Pomocne przypomnienie

Aby zbudowaé obraz funkcji z samych

obliczen, opieramy si¢ na pochodnej:

o znak [’ méwi, czy funkcja roénie
czy maleje,

¢ punkty, w ktérych f* = 0 — to punkty
mogace by¢ ekstremami,

« zmiana znaku f’ pozwala okresli¢ typ
ekstremum,

* szkic rysujemy w oparciu o wszystkie
wyciagniete wnioski.




Zadanie 27 — Od wzoru do pelnej informacji o funkgji

z? — 4z + 3 wykonaj ponizsze polecenia:

1) oblicz pochodna, 2) znajdz punkt krytyczny, 3) okresl monotonicznosé,

@7 Zadanie gtéwne: Dla funkcji f(z) =

4) znajdZ ekstremum, 5) wyznacz réwnanie stycznej w punkcie z = 1.

Cel dydaktyczny: Przejs¢ krok po kroku od wzoru funkeji do petnej informacji
o jej zachowaniu i zastosowaniach geometrycznych.

1. Pochodna funkcji
[ f'lx) = 22 =4 ]
2. Punkt krytyczny
Szukamy miejsc zerowych pochodnej:
2¢—-4=0
2r =4

Punkt krytyczny: * = 2.

3. Monotonicznos¢

e Dlaz < 2:
np.z=1= f'(1)=2-1-4=-2<0

Funkcja maleje na (—oc, 2).

e Daz >2
np. z=3= f'(3)=2-3-4=2>0
Funkcja roénie na (2, +00).

4, Ekstremum

Pochodna zmienia znak z — na 4+ w punkcie = 2,
wiec mamy minimum lokalne.

Obliczamy warto$¢ funkeji w tym punkcie:
f2)=22-4.2+3=4-8+3=-1

[ Minimum lokalne: (2, —1) J

-~

yl

i \ / y=a2—4dr+3
0 1 2 S W
-1 :

OBLICZ f'(z) ]

8. Mapa decyzyjna [

Uozwnai'f’(.-;.-) =_(_}J
[ ZBADAJ ZNAK f'(x) ]

[ MONOTONICZNOSC ]

( EKSTREMA )

[ ZASTOSOWANIA GEOMETRYCZNE }
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5. Rownanie stycznej w punkcie z = 1

-

Punkt: P = (1,0)

« Nachylenie stycznej:

o Wartoéé funkgiwz =1: f(1)=1>-4-143=0

fl(1)=2-1-4=-2

« Réwnanie stycznej (postaé¢ punkt-nachylenie):

y—0=-2(z-1)

Stad: y=—2z+2

o

-\

6. Odpowiedzi zbiorcze

Pochodna funkeji

f'(2) = 2 -4

Monotonicznosé

—

maleje na (—o0, 2

ro$nie na (2, +00)

Ekstremum

minimum w punkcie (2,—1)

Stycznaw z =1

y=—2z+2

7. Autokontrola modulu

» Co oznacza nieréwnos¢ f'(z) > 0?
 Jak znaleZ¢ punkt krytyczny funkcji?
» Kiedy punkt krytyczny jest minimum?

s Jak wyznaczy¢ nachylenie stycznej?

9. Zapamietaj!

Pochodna

zamienia wzor funkeji
w informacje

o jej zachowaniu.




MODUt 04

Calki

Rézniczkowanie pyta o zmiane.
Catkowanie pomaga te zmiane odtworzy¢ i zsumowac.

@ Cel modutu: y=| Czytelnik przecwiczy:

podstawowe catki nieoznaczone;
catkowanie przez podstawienie;

catkowanie przez czesci;

podstawowe przypadki funkcji wymiernych;
catki oznaczone;

pola pod wykresem,;

pola miedzy wykresami;

wybor strategii catkowania.

Nauczy¢ studenta rozpoznawac
podstawowe rodzaje catek,
dobiera¢ wtasciwg metode
i rozumie¢ zwigzek miedzy

catkg a polem pod wykresem.

| cAtkA |

l
{ )

NIEOZNACZONA OZNACZONA
oblicz réznicg wartosci
funkcji pierwotnej

znajdz funkcje pierwotng

O Jesli F'(z) = f(z),
| = to F'(x) jest funkcjg pierwotng funkcji f(z).

y A
y = f(z) s
[ i@ as
: E a
I : sumowanie bardzo matych
0 5 b > fragmentéw pola

POCHODNA: " CALKA:

[F(x) — Fllz) = f(:z:)] [ fz) — F(z)+C ]

S
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Zadanie 28 — Catkowanie jako odwracanie rézniczkowania

Cel dydaktyczny: Nauczy¢ si¢ catkowac proste wielomiany,
rozpoznawac i stosowaé regule potegowa catkowania,

rozumie¢ role statej catkowania.

1. Reguta potegowa catkowania

6. Karta wzoréw catkowania

I 1 Catka Wynik
f:r”dm= +C dan#-1
n+1 f 1dz z+C
Zwieksz wyktadnik o 1, potem 2
podziel przez nowy wyktadnik. f P T ¢
p _/
3
- - 2 x
2. Catkujemy wyraz po wyrazie f z” dz T
3 B §
%
. 322 dx = S Y e” dz e +C
froums 2. /
= ads Bh o 58 1
. —4z dr = -4 5= 2z f ~ dz In|z| +C
. /2(3:.9—21: fcos:z:dz: sinz + C
8 "y
- sinz dz —cosz +C
Z}. Laczymy wynik : | f )
f (32 —4z +2)dz = 2* - 22 + 22+ C 7. Putapka!
S ? n+41 )
v : o Reguta potegowa e nie dziata dla
ODPOWIEDZ: n = —1, poniewaz mianownik bytby

ek £, L

A

4. Dlaczego dodajemy +C?

Pochodna dowolne;j statej jest réwna 0:

(k)" = 0 dla kazdej liczby k. Dlatego funkcje
F(z), F(x) + 5 oraz F(z) — 100 maja t¢ sama
pochodng. Stad catka nieoznaczona opisuje
calg rodzing funkcji:

F(z) + C, gdzie C jest dowolna stala.

A iy

5. Sprawdzenie przez rézniczkowanie

% [z° — 222 + 22 + C]
=3z -4z + 2

Zgadza si¢ z funkcja podcatkowa.
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réwny zero. Dla — korzystamy ze
T

WZoru:

/lda::ln|3:|+C
T

8. Mini-zadanie

Policz catke:

[f(41:3+3)d;c]

Rozwiazanie:

4

/4x3d:r+/3d:r=4-%+3x+0
=z +3z+C

v
ODPOWIEDZ:

5 e gy A TN




Zadanie 29 — Gdy widzisz funkcje i jej pochodna, pomysl o podstawieniu

Cel: Nauczy¢ sie rozpoznawa¢ ,,dobry” moment na podstawienie i sprawnie prowadzié¢ cale
rozwigzanie catki nieoznaczone;.

Zadanie gléwne: f2$($2 i 1)3 e

1. Rozpoznanie 7. Karta rozpoznawania — szukaj takich uktadéw
i cs 3. [ =
Widzimy (2* +1)* i obok 2. Widzisz To znak na podstawienie
A poniewai (22 + 1)" = 2, to bardzo mocna wskazéwka, i
ze powinni$my wykona¢ podstawienie. (@) [f()]" u= f(z), du= f(z)dz
. - N f
2. Wprowadzenie zmiennej f(z) 6 flE), = s
. 1@
u=z"+1 )
i = B ds F@e’™ | u=f(z), du= f(z) de

3. Zmiana calki

Podstawiamy do calki:

{ f2a:(:c2 +1)% de = /us du

4, Catkowanie
Calkujemy po w: { f:;x? e® dz = fe” du=e"+C J

4
Dene &
{fudu-ﬁl—l-c

5. Powrét do x

8. Przyklad drugi
Oblicz f3x23'"‘3 dz.

Podstawiamy: u = z°, du = 322 dz.

Wowczas:

Powrét do ex?’ +C.

9. Pulapka — czego unika¢

AR I Nie wybieraj u na chybit trafil.

2 4
[($+1) s

Dobre podstawienie powinno upraszczaé

catke 1 zwykle stoi obok swojej pochodnej.
Jesli po podstawieniu calka staje sie
bardziej skomplikowana — to zty wybér.

4

o e Aok
l Od]JOWledZ: Z ($2 + 1)4 +C 10. Mini-zadanie
Oblicz catkg: [ 2z cos(z?) da.

Podstawiamy: u = 2%, du = 2z dz.

6. Sprawdzenie

Rézniczkujemy wynik i sprawdzamy, czy otrzymamy calke.

Wowczas:
! N
(i (2 + 1)4) = i 4z +1)° - (22) [ f2xcos(a:2] dr = fcos'u du = sinu + C ]
= 23;(3;2 4 1)3 Powrét do z: sin(z?) 4 C.
Zgadza si¢ z podcatkowa. [ Odpowiedz:  sin(z?) 4+ C ]
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Zadanie 30 — Gdy iloczyn nie pasuje do podstawienia

Cel: Nauczy¢ si¢ stosowaé metode catkowania przez czgsci

do calek postaci iloczynu funkcji, np. z - e®.

1. Wzér catkowania przez czesci

fudv = uv—fvdu

2. Wybér funkcji u 1 dv
Mamy iloczyn z - e®. Wybieramy funkcje tak, aby:

® u po zrozniczkowaniu stalo sie prostsze,

¢ dv latwo sie calkowalo.

Wybieramy u = z (bo pochodzi latwo: 1),

oraz dv = €® dz (bo latwo sie catkuje).

3. Obliczamy du i v

%L

‘ du = dx 1= e J

4. Podstawiamy do wzoru

fxexdxzme“’—fexdm |

5. Konczymy obliczenia

fxezdx = xem—fe":dx =ze*—e"+C
ef(z-1)+C

I

(Odpowiedi: e (z—-1)+C ]

6. Kontrola wyniku
Rézniczkujemy % [ex(:c - 1)] (reguta iloczynu).

[e“(m— 1)]

e(z—1)+e®-1=¢€"(z— 1)+

&l

= ze”

Zgadza si¢ z podcalkowa funkcja.
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7. Kiedy stosowaé t¢ metode?

e iloczyn wielomianu przez funkcje wykladnicza,
® iloczyn wielomianu przez funkcje trygonometryczng,
e iloczyn funkcji logarytmicznej przez inng funkcje,

e czasem iloczyn z funkcja trygonometryczng odwrotna.

A

8. Heurystyka LIATE

L Logarithmic

funkcje logarytmiczne

I | Inverse trigonometric | funkcje trygonometryczne odwrotne

A |' Algebraic funkcje algebraiczne (np. wielomiany)
T | Trigonometric funkcje trygonometryczne
E ! Exponential funkeje wykladnicze

Wybieraj u spoérod funkeji znajdujacych sie WYZEJ
na liscie (bardziej ,,na lewo™). To tylko heurystyka,
a nie bezwzgledna regufa!

A

9. Drugi przyklad: f T cosz dz
Wybieramy: u = z, dv = coszdz.

diy = o l

v = sinz

Stosujemy wzor:

fxcosxdx = xsinx—[sinxdz

xsinz + cosx + C

10. Putapka
Nie zapomnij o MINUSIE w wzorze

f‘f! EI'L' = Uv — f?-’d'”.

To czesty biad!

AS

11. Mini-zadanie

-

Oblicz catke:

fa:sina:dx }

Wskazowka: wybierz u = z, dv = sinz dz.

Odpowiedz:
f rzsinzdr = —xcosz +sinz 4+ C




Zadanie 31 — Najpierw upros¢ funkcje wymierna

1. Rozbij utamek na prostsze skladniki

2+ 3

I

20 3 3
T xr T

Rozdzielamy licznik przez mianownik,

2. Zapisz caltke

Lf2$+3d;r_f(2+ )dr_f2dx+3[ d

3. Oblicz catki skladowe

f2dx=2:c

1
f—dx=1n|x|}
xTr

Zatem: { [

26+ 3
T

dz =2z +3n|z|+C

4. Dlaczego pojawia si¢ wartos¢ bezwzgledna?

s ol :
Pochodna In |z| wynosi — zaréwno dla = > 0,
€T

jakidla z < 0 (w dziedzinie = # 0).

Sprawdzenie:

, 1
(]n1x|}'=% daz>0 (nfe]) == daz<0

Dlatego uzywamy In |z|.

5. Strategia — zanim zaczniesz catkowa¢

|
|

7. Mikroprzyklad: gdy w liczniku jest pochodna mianownika

Oblicz [ d.
z“+1

Nie rozdzielaj utamka. Zauwaz, ze pochodna mianownika

to 2o — dokladnie licznik.

Podstawienie: u = 22 + 1, du = 2z dz

{] 2211 d:r:=/ldu=ln}u|+c=ln|3:2+1|+0
T u

Poniewaz x2 + 1 > 0 dla kazdego z, mamy |2? + 1| = 22 + 1.

Zatem: {f 2 dr = In(z2+1)+C ’
241

8. Twoja karta decyzyjna

[ FUNKCJA WYMIERNA ]

'

[ Czy moge ja uproscic? ]

TAK

[ Upros¢ najpierw, a potem catkuj. ]

v
LCzy licznik przypomina pochodng mianownika? ]

TAK

[ Rozwaz podstawienie i otrzymasz logarytm. ]

'

Zadaj sobie pytanie Cel [ Czy stopien licznika > stopien mianownika? J
Czy moge uproscié, rozdzieli¢ | Uproszezenie funkeji wymiernej TAK
lub wykona¢ dzielenie? | znacznie ulatwia catkowanie.
[ Rozwaz dzielenie wielomiandw. ]
9. Zakres tego dziatu
Pel_2 1__ .1 :
Fi T @ e Ry | Nie rozwijamy jeszcze pelnego rozkiadu na utamki
/ 22 +1 dp = f ( ) = f zde + f £ di proste (rozkladu na sume utamkéw prostych).
x
Na tej stronie omawiamy tylko podstawowe adki.
=-2—+]n|x|+C 0 : : PRI R Przyp lj
10. Mini-zadanie
322 +2
Oblicz catke f d,
2 22 2 2
L T R | f3'” L e f(3x+ ) [.Sxda:+2f dz = ——+2ln|a:|+C
z x T T x
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Zadanie 32 — Od funkcji pierwotnej do konkretnej liczby

@7 Cel dydaktyczny: 5 Na dzi$ potrzebujesz:
Nauczy¢ si¢ oblicza¢ catke oznaczong z wykorzystaniem =)« pochodng i funkcje pierwotna,
funkcji pierwotnej oraz interpretowa¢ jej wynik. * twierdzenie o wartosci $redniej catki,

¢ uwaznej kolejnosci dzialan.

1. Znajdz funkcje pierwotng 6. Najwazniejsza réznica
f(33:2 +1)dz = ]33:2 dr + f ldx Catka daje funkcje:
nieoznaczona F(z)+C
=2+z+C
Calk daje liczbe:
Do catki oznaczonej wybieramy wygodna funkgje pierwotna g Emagon F(b) — F(a)
bez stalej: F(z) = z* + . .
Stala C nie jest potrzebna, poniewaz w réznicy F(b) — F(a) 7. Wizualizacja
i tak sie skroci.
Y1 y = 3z% +1
2. Zastosuj twierdzenie o wartosci Sredniej catki 13
b
[ #@)dz = F(b) - Fa) i
Tutaj: a =0, b= 2.
: 5
3. Oblicz F(2)
[ F@=2+2=8+2=10 | il
4. Oblicz F(0) x
| FO)=0°+0=0 ) a=0 b=2
5. Odejmij
([ F@)-FO)=10-0=10 | 9. Pulapka (uwaga!)
0 dpowie i Zawsze odejmujemy wartos¢ w dolnej

granicy od wartosci w gérnej granicy:

2
/ (3z% + 1)dz = 10 F(b) — F(a)
% Nigdy odwrotnie: F(a) — F(b).

10. Mini-zadanie kontrolne
f ) 11. Zapamietaj to!

; | 3 ’
Obllcz:3 5 / Vrds = [32]-15 5
f 2z dz. b _ g2 i1 @ Catka oznaczona daje liczbe,
1 . 7 =

ale aby interpretowa¢ ja jako
Funkcja pierwotna: =9-1=28 y P 1)

9 pole geometryczne, trzeba jeszcze
F (3' ) =il [ Odpowiedz kontrolna: 8 J ZWrocic uwage na znak funkcji.

L S oy
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Zadanie 33 — Kiedy catka oznaczona jest polem?

Cel dydaktyczny: Nauczy¢ studenta interpretowac
catke oznaczona jako pole wtedy, gdy funkcja
znajduje sie nad osig OX.

1. Sprawdz znak funkcji
Na przedziale [0,2] funkcja f(z) = & + 1 jest dodatnia.
fO)=0+1=1 f2)=2+1=3

Poniewaz funkcja jest liniowa i rosnaca, wykres lezy
powyzej osi OX na calym przedziale [0, 2].

2. Zapisz pole jako catke

P=/02(x+1)d:c

3. Znajdz funkcje pierwotng

il
/(:c+1)d:r=%+:c

73
Zatem F(z) = T + z.

4. Zastosuj granice

e $2 2
P= [7 +$]0

5. Oblicz gorng granice

2

9 4
FQ)= 5 +2= 5 +2=4

6. Oblicz dolng granice

02
FO)=—+0=0
\ 2 J
7. Wynik
P=4-0=4

r ™\

Odpowiedz:

Pole wynosi 4 jednostki kwadratowe.
L & >

40 | Zeszyt rozwiazanych zadan

8. Wizualizacja

y]l
y=x2+1
3-- I
1
]
I
21 |
I
I
1 :
] 1
I !
0 1 2 T

9. Wazne rozréznienie

-

Jezeli f(z) > 0 na calym [a, b],
wtedy pole pod wykresem funkeji
na tym przedziale wynosi:

b
polez/ f(z) dx

A

10. Putapka (uwaga!)

Jezeli wykres funkcji lezy ponizej osi OX,
catka oznaczona moze by¢ ujemna,

Przyktad: 1
f (—z)dx = — l,
0 2

2
ale pole wynosi 3

.

ale pole geometryczne musi by¢ dodatnie.

11. Mini-zadanie
Oblicz pole pod wykresem f(z) = 2z na [0, 3].

( /032md:r= 2], =9 1

[ Odpowied? kontrolna: 9 J




Zadanie 34 — Gorna funkcja minus dolna funkcja

@ Cel dydaktyczny: Nauczy¢ studenta budowac catke pola

jako réznice dwoch funkgji.

1. Najpierw ustal, ktora funkcja jest wyzej

-

Poréwnaj funkcje f(z) = + 2 oraz g(z) = 22 na [0,2).

IR flz) =S ze=2 | glz)i= Poréwnanie ‘

Ok ailEe | _9_(0) ol B
| 1] =3 | s@=1 | HY)>9(1)

2 | f2)=4 | 99)=4 | f(2) =4(2)

Na [0, 2] mamy f(z) > g(z).
Funkcja f(z) = + 2 jest wyzej lub réwna.

2. Reguta pola

b
Pr= / [funkcja gérna — funkcja dolna] dz
i

3. Uporzadkyj

2
P=/ (-z2 +z+ 2) dz
0

4. Znajdz funkcje pierwotna

3 332

/(—I2+a:+2)d:s=—%+3+2z

7. Wizualizacja

Y A
y=z+2

4 o -
i
i
| =gl
]

31 |
]
|
I

2 1 i || pole migdzy
i wykresami
]
i [== gorna: y =2 +2

13 ' | — dolna: y =2?
: ® punkt przecigcia
T

0 1 2 E

. POLE MIEDZY WYKRESAMI

Znajdz punkty przeciecia lub granice przedziatu.

Ustal funkcje gérna (wyzej polozona).

Zapisz: gérna — dolna.

Catkuj na danym przedziale.

8

0

(2]

o Ustal funkcje dolna (nizej polozona).
o

(5

(6]

Wynik pola powinien by¢ dodatni.

5. Zastosuj granice

( )
3 2 2
2= [— % + % + 2z 0 Nie zaktadaj kolejnosci funkeji po ich zapisie!
8 . 4 8 Zawsze sprawdZ, ktora funkcja jest wyzej
Dlaz =2 __+§+4=_§+2+4 na danym przedziale.
o 8 4G E Btedna kolejno$é da ujemne pole.
3 3
d Lo 4O NN TR e O 10. Mini-zadanie
10 10 [ . . :
P= T 0= T Znajdz pole migdzy prostymi y = 2 i y =  na [0, 2].
e Funkcja gérna: y = 2, funkcja dolna: y = z.
1 - » 2 o2 2
_@_ 6. Odpgz}ﬂedz P=[ @-z)d= [h—“?] =(@4-2)-0=2
0
5 & ey SIS ) ( Odpowiedz: P = 2 jednostki kwadratowe. ]
- .

. y

9. Pulapka (uwaga!)

S

“

oy
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Zadanie 35 — Nie licz od razu. Najpierw rozpoznaj strukture

Cel dydaktyczny:

©)

na podstawie budowy wyrazenia.

Nauczy¢ studenta dobiera¢ metode catkowania

-()- Co widzisz w calce?

"
3. Przypadek B —
funkcja zlozona +
pochodna srodka

2. Przypadek A —
podstawowy wzor

Jesli catka ma postaé e A
Jesli widzisz jeden z wzorcow:

« @) [f=)"

f a" dz lub prosta sume
znanych funkcji, uzywamy

4, Przypadek C —

iloczyn dwaoch

roznych typéw funkcji
Jesli catka zawiera iloczyn
funkgji réznych typéw, np.

L
5. Przypadek D —
funkcja wymierna

Jesli catka ma postaé
P(x)
Q(z)

, sprawdz:

L] . T . s =
wzoréw podstawowych. e fl(x)e! (=) i e czy mozna uprocic?
F(z) 2 Sl e czy licznik jest
(@) ¢ z-lnz pochodna mianownika?
\ z b rozwaz catkowanie e czy trzeba wykonac
_____________________________ T e e | | PR || ddclemie?
Przyklad: Przyklad: Przyklad: Przyklad:
2
E - ; 1
[[(:cz-ke")dx [[2x(a¢2+1)“dx { fi i }
T
A L il ket s A
7.B |[s.c 9. D 10. E
2 2
: ik 1 3z
f2:c cos(z?) dz /xe1 dx f o dz ] = dx
T z°+4
/~~ Metoda: ? ) Metoda: . Metoda: | /~y Metoda: .:
; "~/ podstawienie | O - O\ najpierw "~ podstawienie
wzor podstawowy i ' przez czgsci A S i
Poniewaz uproszczenie Poniewaz licznik jest
. ) d(2?) = 2x da. pochodng czesci
. = —— ] o mianownika. ;
11. Mapa decyzji — jak dobraé metodg?
CALKA
TAK
CZY JEST PROSTA? ]
i
CZY WIDZISZ FUNKCJE TAK Tk
| JEJ POCHODNA? podstawscric

v NIE

CZY TO ILOCZYN
TYPU x - €*, x-sinx...?

TAK T

v NIE

CZY TO FUNKCJA
WYMIERNA?

TAK [

+ NIE

| analizuj dalej — rozwaz
~ inne techniki

-

]
J

przez czesci

uprosé / podziel /

przeanalizuj mianownik |

0

12. Najwiecej czasu oszczedzasz nie dzigki szybszym obliczeniom,
lecz dzigki szybszemu rozpoznaniu wiasciwej metody.
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Zadanie 36 — Rozpoznaj metode, policz i sprawdz wynik

@ Cel dydaktyczny: Potaczyé wybér metody,

podstawienie oraz catke oznaczong w jednym zadaniu.

i

2z (2% + 1) dx

[e—

. Rozpoznanie

W calce widzimy 2% + 1 oraz 2z.
Pochodna funkcji 2% + 1 to 2z.

Wybieramy metode podstawienia.

2. Podstawienie

-

u=1z2+1 du = 2z dzx

(]

. Zmien granice

Jesli z =0, to u=02+1=1.
Jefliz =1, to u=12+1=2.
To bardzo wazny krok dydaktyczny!

Nowa calka

Al

~

o

2
/ u du
1
. Catkuj

~

u2 'U.Q
fudu— ? = {?]1

-

6. Podstaw granice

2 ' a4
2

‘\O/' Odpowiedz: %

10. Odpowiedzi do autokontroli

W calce nieoznaczone;.
Liczbg.
Gdy widzimy funkcje oraz jej pochodna.

i D0 D e

(g6érna — dolna) dz.

7. Alternatywna $ciezka

Mozna wréci¢ do zmiennej z.

1
Mamy ]23:(3:2 +1)de = = (z® + 1)2.

E

Zatem

:c+1]=

b2 |

(12 1) = (02 +1)% =

L

8. Ktora metoda jest lepsza?

-~

W calce oznaczonej, gdy zmieniamy
zmienng z x na u, wygodnie jest
jednoczesnie zmieni¢ granice catki.

Dzieki temu nie trzeba wracac

do zmiennej x.
e

9. Autokontrola modutu

-~

« Kiedy potrzebne jest +C'?
Y= | 2. Czyw calce oznaczonej

wynik jest funkcjg czy liczba?
3. Kiedy warto uzy¢ podstawienia?
4. Jak zapisa¢ pole miedzy

dwoma wykresami?

L

11. Zapamietaj!

I Najpierw rozpoznaj

- —  strukture calki.
Dopiero potem wybierz

technike.
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MODUt 05

Strategia egzaminacyjna
1 zadania mieszane

Na egzaminie nie dostajesz nazwy metody.
Musisz jg rozpozna¢ samodzielnie.

o —

’=| Czytelnik przecwiczy:

@/ Cel modutu:
* rozpoznawanie typu zadania,

Potaczy¢ wiedze

. bér metody b dpowiedzi,
7 granic, pochodnych wybor metody bez podpowiedzi

i calek oraz nauczyé ¢ laczenie kilku dzialéw w jednym problemie,

studenta podejmowania * kontrol¢ wyniku,

szybkich decyzji ¢ unikanie najczestszych bledéw,
strategicznych. e samodzielny schemat dzialania
pod presja czasu.

1 PRZECZYTAJ
X ! o A i
e | 2 ROZPOZNAJ Y
D \r; ) j Trzy pytania startowe
POCHODNE 3 ZAPLANUJ @ Czego zadanie
—> \ I / ode mnie chce?
~ R e B
Jakie narzedzie
ﬂ-) * 4 POLICZ 2. @ pasuje do tzj struktury?
# + L Y 48 P ______________________
5 SPRAWDZ e
3 2, L7 o
Dobra strategia zaczyna si
Q g y ¢ ’ /{_

przed pierwszym obliczeniem.
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Zadanie 37 — Najpierw przettumacz polecenie na dziatanie

©)

1. Jesli widzisz ,,oblicz granice”

2. Jesli widzisz
»zbadaj monotonicznos¢”

Cel dydaktyczny: Nauczy¢ studenta rozpoznawaé stowa-klucze
i struktury matematyczne, ktére wskazuja potrzebna metode.

' : N
Pierwszy ruch:

( popstaw |

e zwykla liczba — koniec

e 0/0 — upraszczaj

e pierwiastki — sprawdz sprzezenie
e 00/oo — poréwnaj dominujace potegi

e jednostronna — zbadaj znaki
. J

-~

Pierwszy ruch:

( poucz f'(z) )
fi(z)=0

~

3. Jesli widzisz
»znajdz ekstremum”

r o

v~ Samo rozwigzanie

" fiay=0

-

v
punkty krytyczne
v

tabela znakéw
¥
roénie/maleje

A e

Musisz jeszcze zbadaé
zmiane znaku
pochodne;j.

to za malo.

4. Jesli widzisz 5. Jesli widzisz 6. Jesli widzisz
»Wyznacz styczng” »oblicz catke” »oblicz pole”
- 22 ™\ s ™y
Potrzebujesz f(zo) Najpierw sklasyfikuj strukture: Dodatkowy krok:
)
if (370.): e prosta potega ,, e sprawdz, co jest nad osig
nastepnie: e funkcja ztozona ) e sprawds, co jest pod osig
Y= m(?: — o) e iloczyn e ustal wykres gorny
gdzie m = f'(2o) o funkcja wymierna e ustal wykres dolny
3 Iy N / % v
7. Tabela szybkich decyzji
Polecenie Pierwszy krok y

pochodna_

podstaw

 fla) + granica

rozpoznaj regule

N

27 monotoniczno$é f'(z)

Yy  ekstremum f'(__.a‘:) = 0 + znak

J styczma f(zo), f'(z0)

f catka rozpoznaj strukture

> pole ustal granice i znak 4

8. Mini-test — co zrobisz najpierw?

-

( : ) z? -4 s i
lim ‘) ZnajdZz minimum f 52 ) :
28 22 . funkcji @ 2ze” dx @ Pole miedzy fig
¥ 4, v '

[ gérna minus dolna }

granica 0/0 — pochodna + %
[ rozktad na czynniki analiza znaku fodrienie
o= iy

9. Zapamietaj!

0 Nie zaczynaj od liczenia. Zacznij od nazwania problemu.
oy
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Zadanie 38 — Najpierw usun problem z granica, potem przejdz do pochodne;

2
-1
@ Dana jest funkcja: f(z) = ww_ 3 dla z # 1 oraz f(1) = 2. Wykonaj:
1. Sprawdz cigglos¢ w x = 1. 2. Upros¢ wzor funkcji dla x # 1.
3. Oblicz pochodng w otoczeniu punktu 1. 4. Podaj nachylenie stycznej w punkcie (1, 2).
1. Upros¢ funkcje 7. Dlaczego zadanie jest mieszane?
9 = . 42 s ~
= S{a= Lo 1), NIECIAGLY ZAPIS ALGEBRAICZNY
Dla 2 # 1 mamy: - e
(x—-1)(z+1) f v
M= S=pwa==s= GRANICA
2. Granica . 4 .
CIAGLOSC
lim f(z) = lim (z+ 1) = 2. | A
=1 =1
) v
. Wartos¢ funkgji POCHODNA
Z definicji: f(1) = 2. v

funkcja jest ciggla w x = 1.

oo

. Pulapka

utamka w punkcie x = 1, nie analizujac

wiee f'(z) = L.

Pochodna istnieje w kazdym punkcie otoczenia 1

Dlaz # 1 mamy f(z)=z+ 1 o Nie prébuj rézniczkowaé pierwotnego
najpierw definicji funkcji.

3
4, Pochodna

Najpierw zrozum jej zachowanie

1 sposob, w jaki zostata okreslona.

. Nachylenie stycznej

M 4

Nachylenie stycznej w punkcie (1, 2) wynosi m = 1

f ™

. (Opcjonalnie) Réwnanie styczne;

) X _ Pytanie: Co sprawilo, ze funkcja
Q jestciagglaw z = 1?

Odpowiedz: Przypisano jej doktadnie
y—-2=1zx-1) te wartos¢, do ktorej dazyla funkcja

w otoczeniu punktu: 2.

(1) = 1.
7 4t J 9. Autokontrola
y=z+1. }

)
6
{ Prosta styczna w punkcie (1, 2) ma réwnanie:
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Zadanie 39 — Z pochodnej odczytaj historie catej funkcji

Dana jest funkcja f(z) = z® — 62 + 9z.

Wykonaj polecenia:
e oblicz pochodng funkeji f,
¢ znajdZz punkty krytyczne,

1. Pochodna
f(z) = 2® — 62% + 92
fl(z) =322 -122+9
() =3(z*-42+3) =3(z-1)(z - 3)

3. Tabela znakéw

e wyznacz przedzialy monotonicznosci,
e znajdz ekstrema lokalne,
e oblicz miejsca zerowe funkcji.

2. Punkty krytyczne

Punkty krytyczne (miejsca zerowe pochodnej):

pi= 1 i =3

4. Ekstremum dla z = 1

Dla z < 1 pochodna dodatnia, dla 1 < = < 3 ujemna,
dla = > 3 dodatnia.

x| (=00,1) | 1| «1,3) | 3 | (3;%c0)

eyl + of = |o +

.

Whiosek: funkeja f rosnie na (—oo, 1),

maleje na (1, 3), rosnie na (3, +00).

5. Ekstremum dla z = 3

Zmiana znaku: + — —, wiec mamy maksimum lokalne.

f(1)=1°-6-1249-1=1-64+9=4

(Maksimum lokalne: (1, 4)]

6. Miejsca zerowe

-

Zmiana znaku: — — +, wiec mamy minimum lokalne.
f(3)=3"-6-32+9-3=27T-54+27=0

( Minimum lokalne: (3,0)

L

7. Kluczowa obserwacja

ze mamy pierwiastek podwdjny.

\@/ W punkcie z = 3 czynnik (z —3)* oznacza,

Wrkres styka sie z osig OX i zawraca,
zamiast przez nig przechodzic.

9. Strategia

v Pochodna f '(z) odpowiada na pytanie:
_@_ Jak funkcja si¢ porusza?”
Réwnanie f(z) = 0 odpowiada na pytanie:
»Gdzie wykres spotyka o§ OX?"

To nie sa te same réwnania — nie myl ich!

-

10. Putapka!

f'(z) = 0 to NIE znaczy, ze funkcja ma miejsce zerowe.

f(z) = 2* - 62® + 92 = z(2% — 62 + 9) = z(z — 3)?

Miejsca zerowe: =0 1 x=3

8. Wizualizacja

A

=Y

— ~

To znaczy, ze w tym punkcie styczna do wykresu ma nachylenie O (punkt stacjonarny — ekstremum

lub inny punkt krytyczny).

Miejsca zerowe znajdujemy z réwnania f(z) = 0.
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Zadanie 40 — Dwie operacje przeciwne w jednym zadaniu

Cel dydaktyczny:

©)

Dane: f(z) = 2° - 2z.
Wykonaj:

A

J

Zobaczy¢ réznice migdzy catka oznaczong 1. Oblicz f'(z).
a polem geometrycznym oraz zrozumied, jak znak funkcji wplywa 2. ZnajdZ minimum funkgcji.
na wartos¢ catki. 3. Oblicz f 2 f(=) dz.
0
4. Wyjaénij, dlaczego otrzymana catka nie musi byé
réwna catkowitemu polu geometrycznemu.
1. Pochodna 6. Podstaw 7 CZ) po]e naprawde wynosi zero?
' b el B
[ fl(@) =22-2 J Dla & = Nie. Funkcja f(x) = x(x — 2) ma
32 27 miejsca zerowe w x = 0 iz = 2.
2. Punkt krytyczny = -3¥=-9=9-9=0 L8 "
3 3 * Na przedziale (0, 2) funkcja jest
[ 220=-2=0 = z=1 ] Daz =0 ujemna (lezy ponizej osi OX).
i 03 g ¢ Na przedziale (2, 3) funkcja jest
3. Zbadaj znak 3 0°=0 dodatnia (lezy powyzej osi OX).
Dlave:< 1  mamy:fi@h<c@ | || 53T e Ujemna czgs¢ pola (na (0, 2)) i dodatnia
Zatem i i i
Daz>1 mamy fi(z)>0 : czesé pola (na (2, 3)) Znosza si¢ nawzajem
w calce oznaczonej.
G 0 . A S flz)dz =
Whiosek: w punkcie z = 1 0
funkcja ma minimum. . /8. Kluczowa roznica
4. Wartoé¢ minimum CALKA uwzglednia
. ODPOWIEDZ: OZNACZONA znak.
f)=12-2.1=1-2=-1 3
Niiki i i =1 POLE sumuje
inimum w punkcie (1, -1). f(z)dz =0 GEOMETRYCZNE | dodatnie pola.
: 0
5. Oblicz catkg & , Aby obliczy¢ catkowite pole geometryczne,
/“ (a? - 22) do r-ale:‘.:y ?r'szie]ié cal'k(.g w punk.cie =2
8 i zmieni¢ znak czesci ujemnej:
Funkgja pierwotna: F'(z) = z? 2 3
P= f (22 —2z) da + / (2? —2z) da.
Zatem[ z? — 27) [——'r] 0 2

9. Element wizualny

h

y A

y=a2-2z Na przedziale (0, 2) funkcja jest ujemna.
2 4 | Obszar (pomaranczowy) liczy si¢
| z minusem w calce.
IS 5 Na przedziale (2, 3) funkcja jest dodatnia.
| Obszar (niebieski) liczy sie z plusem.
0 f R e e
0 } 2 35 u Ujemne pole i dodatme pole
=1 4k ! i i
' i ' znoszy si¢: stad f flz)dz =0,
=2 1 i : i mimo ze wykres ,,otacza” widoczne obszary.
\
10. Lekcja strategiczna 11. Autokontrola
e f'(x) — zachowanie funkgji T Pytanie: Dlaczego calka moze by¢ réwna zero,
Qe (kierunek zmian, ekstrema). v=| cho¢ wykres obejmuje widoczne obszary?

f(z) de — akumulacja wartosci funkcji
(suma z uwzglednieniem znaku).
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Odpowiedz: Bo obszary polozone ponizej osi OX
liczone sg ze znakiem ujemnym i moga zréwnowazy¢
obszary dodatnie.



Zanim oddasz zadanie — przejdZ te mape

Cel dydaktyczny:

Zamkna¢ zeszyt narzedziem, ktére student moze

stosowac przy kazdym nowym zadaniu bez pomocy materiatu.

-

1. ETAP 1 — ROZPOZNAJ

Czego dokladnie szukam?

[ granicy

[ ciaglosci

[J pochodnej

[J monotonicznoéci
[J ekstremum

[ stycznej

[ catki

[] pola

[ dziedziny

[] innej informacji o funkcji

2. ETAP 2 — SPRAWDZ STRUKTURE

[

Granica

3

Pochodna

Catka

[J Czy prébowatem
bezposredniego
podstawienia?

[J Czy otrzymatem 0/0?

[ Czy moge rozlozyé
na czynniki?

[] Czy sa pierwiastki
i potrzebne
jest sprzezenie?

[J Czy badam
nieskonczonosé?

[] Czy potrzebuje

granic jednostronnych?

[J Czy to suma?
Iloczyn? lloraz?
Funkgja zlozona?

[J Czy potrzebuje
reguly tancuchowej?

J

Czy wystarczy wzér
podstawowy?

Czy widze funkcje
i jej pochodng?
Czy potrzebne jest
podstawienie?

H & mEm E

Czy to iloczyn pasujacy
do catkowania

przez czgsci?

Czy funkcje wymierng
mozna najpierw
uproscic?

J

3. ETAP 3 — ZAPLANUJ
Uzyje metody ;

poniewaz

Przyklad:

Uzyje rozkladu na czynniki, |
poniewaz po podstawieniu
| otrzymuje 0/0.

AN

it

DANE

METODA

KROK 2
KROK 3

WYNIK

NIE WIEM, CO ZROBIC

]

( NAZWLJ Tvt ZADANIA ]
ROZPOZNA;STRUKTURF, ]

| WYBIERZ JE;NA METODE ]
( WYKON:J KROKI ]
( SPR:WDZ T

v
{ DOPIERO POTEM X ]
ZAPISZ ODPOWIEDZ

4. ETAP 4 — POLICZ [ 5. ETAP 5 — SPRAWDZ

Jeden krok = jedna jasna zmiana.

[J Czy wynik nalezy do wladciwej dziedziny?
[ Czy nie podzielitem przez zero?
[ Czy nie zgubilem znaku?
[J Czy w calce nieoznaczonej
dodatem +C?
[ Czy pole geometryczne jest dodatnie?
[ Czy w stycznej uzylem f'(z)?
O Czy f'(x) = 0 rzeczywiscie
daje ekstremum?

[] Czy wynik jest logiczny na podstawie

wykresu lub zachowania funkcji?

6. NAJCZESTSZE PULAPKI 1

1. Traktowanie 0/0 '
jako odpowiedzi.
2. Skracanie skladnikow
zamiast czynnikow.

. Zapominanie o dziedzinie. |

W

. Pomijanie pochodnej
funkeji wewnetrznej.
. Pisanie (uv)’ = u'v'. |
. Zapominanie +C.
. Mylenie catki oznaczonej
z polem geometrycznym.

-] &

8. Uznawanie kazdego
f'(x) = 0 za ekstremum.

Nie musisz rozpoznawaé
catego rozwigzania od razu.

Wystarczy, ze potrafisz odpowiedzieé:

Jaki jest moj nastepny
poprawny krok?

Tak whasnie buduje sie
samodzielno$¢ w Analizie Matematycznej.

@
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ROZPOZNAJ

—2* WYBIERZ

= POEICZ ==

SPRAWDZ




