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Wizualny system kluczowych pojec, wzorow, wtasnosci,
wykreséw, przyktadow rozwigzanych krok po kroku
oraz skrotow powtérkowych — od podstaw,
przez granice, ciggtosc i pochodne, az po catki.
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© 2026. Wszelkie prawa zastrzezone.

Materiat przeznaczony jest do celow edukacyjnych |
wspomagania nauki Analizy Matematycznej 1.

Definicje, wzory, przyktady | schematy zostaty
uporzadkowane w formie materiatu powtorkowego.

Materiat nie zastepuje zajec akademickich, zalecen
prowadzgcego ani oficjalnego programu danego
przedmiotu.

Zabrania sie kopiowania, odsprzedazy, publicznego
udostepniania oraz rozpowszechniania catosci lub czesci
materiatu bez odpowiedniej zgody wtasciciela praw.
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@ Cel matel}ai @ Sposob korz @ Prawa aulorsk

Szybko Czytaj Materiat
powtarzac aktywnie, chroniony
pojecia, porownuj prawem
WZory | przyktady i autorskim.
schematy z wracaj do Szanujmy
Analizy map w razie prace

\. F R \. . J
Matematyczne] potrzeby:. tworczg.
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01 - FUN DAMEJTY

| PODSTAWY

@ Start modutu

Zbinry,l

przedziaty

@ F'ptecgli i

pierwiastki

Dziedzina |

obraz

Wykres funkcji

Funkcja

odwrotna

Funkcje

elementarne

Wyktadnicze i
log

Trygonometria

-

N
02 - GRANICE

] CIAGLOSC

@ Start modutu

@ Pojecie granicy

@ Granice
jednostronne

Dziatania na

granicach

Granice

oZnacZone

Nieozhaczonosdé
0/0

Niewymiernosci

@ Formy

nieoznaczone
@ Asymptoty
22) Ciaglosé
@ Nieciggtosci

-

N
03 - POCHODNE

Start modutu
Definicja
Interpretacja

Tablica
pochodnych

Re.gLIHy

rozniczkowania

Reguta

tancuchowa
@ Exp, log, tryg

@ Styczna |

normalna

@ Monotonicznosé

@ Druga

pochodna

-

04 - CALKI

@ Start modutu

@ ClaH(a

nieoznaczona
@ Tablica catek
:?] Podstawienie

:] Przez czesci

:] Utamki proste

@ Catka

oZnacZona

Wiasnosci catki
Zastosowania

N
Wskazowka: Nie musisz czytac wszystkiego po kolei. Wroc
bezposrednio do mapy, ktorej potrzebujesz podczas nauki lub

__rozwigzywania zadania. y.
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Jak korzystac
z tych notatek?

Nie musisz pamietac wszystkiego od razu.

Musisz wiedzieé, co ozn

| i el it ¢ e "

-

sprawdzic¢ szczegoty.
™

l. ZROZUM

Najpierw przeczytaj definicje |
zobacz jej interpretacje na
prostym przyktadzie.

-

acza dane pojecie,

-

2. ROZPOZNA) SCHEMl\T

Zwro¢ uwage na
charakterystyczne typy zadan,
warunki oraz najczestsze
putapki.

§
3. PRZESLEDZ PRZYKLA[( 4. POWTORZ Z PAMIE&I

Przy kazdym kroku odpowiedz
sobie: dlaczego wtasnie to

Zaston czesc mapy i sprobuj
samodzielnie odtworzyc¢

robimy? definicje, wzor albo kroki
rozwigzania.
\. V \. J
7 G
PRZED KOLOKW!|Enij od czerwonych ramek, wskazowek i przyktad
X J

[ Pojecie ] —( Wzor J —[ Przykiad] —[ Zastnsnw}n% intﬂrka]
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01

Fundamenty
1 podstawy

-
Cel modutu: uporzadkowac najwazniejsze
narzedzia algebraiczne | pojecia zwigzane z
funkcjami, aby kolejne dziaty Analizy
Matematycznej byty tatwiejsze do zrozumienia.
b=y 2 Jif 10 togex]sin x]

9
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Zbiory liczbowe, przedzia
i wartosc bezwzgledna

g N 5
Zbiory liczbowe Przedziaty
N — liczby naturalne: 0, 1, 2, (a,b) —otwarty: a< x<b
[a,b] — domkniety:a=x=b
Z — liczby catkowite: ..., -2, -1, [a,b), (a,b] — pototwarte
0, 1 o nigdy nie jest koncem nalezacym do
0 — liczby wymierne: p/q przedziatu.
R — liczby rzeczywiste
\. 2 N J
e N £ ™

Wartosc bezwzgledna | Nieréwnosci z wartoscia bezw

x| =xdlax=0
x| =-xdlax<D0

X| to odlegtosé liczby x od ‘X‘G‘ <re a-r<x<ga:
zera.
\. g
X -a|>r e x<a-rlub>
, &
Przyktad . J
Rozwigz nierownosc¢: |x - 2| < - ~
33 o Szybkie przypomnienie
:1;i:55_ A UB — elementy zA lub B

A n B — elementy wspolne
A\ B — elementy A, ktore nie naleza do

B

Zatem: x € [-1, 5]
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Potegi, pierwiastki
i wzory skroconego mnozenia

i ™
POTEGI PIERWIASTKI
a“m-a”™n=a"~(m+n) V(ab)=va-Vb
a™~m/a~n=a"~(m-n) V(a/b)=Vva/Vvb
(a”™m)~™n =a”™~(mn) WV{@a~m)=a~(m/n)
tabl™n = a”™nb™n Pamietaj o dziedzinie: pod
a~0=1 pierwiastkiem parzystym musi
a”™~(-n)=1l/a™n by¢ = 0.

\. J

- - _ ™
WZORY SKROCONEGO MNOZENIA
(a+b)? = a? + 2ab + b?

(a-b)? = a? - 2ab + b?

a’-b? = (a-b)(a+b)

(a+b)? = a’*+3a’b+3ab?+b-
(a-b)? = a*-3a’b+3ab?-b?

\. /

7 e ™
(1) UWAGA PRZYKLAD

Najczestsze btedy: znaki (x2-9)/(x-3) = (x-3)(x+3)/(x-3) =
przy wzorach skroconego X+3
mnozenia, skracanie przed Warunek: x # 3
rozktadem na czynniki,
pomijanie dziedziny.
\. \. J
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Dziedzina, przeciwdziedzina
i obraz funkciji

Definicje A = B

Niech f: A = B bedzie funkcja.

Dziedzina A — zbior argumentow, dla ® \
@

ktorych funkcja jest okreslona.
Przeciwdziedzina B — zbior wartosci, ) .
do ktorych funkcja moze trafiac. @ \ =
Obraz f(A) — wartosci rzeczywiscie
przyjmowane przez funkcje.

L5 J

s ™y 7~

@ Jak wyznaczad dziedzi| Przykiady
f(x)=1/(x-2) - D=R\{2}
f(x)=v(3-x) = D=(-»,3]
f(x)=In(x+1) - D=(-1,x)

Mianownik nie moze byc¢

rowny O.

Pod pierwiastkiem

parzystym: wyrazenie = 0.

W logarytmie: argument >

0.

Uwzgledniaj ograniczenia z
. kontekstu. g y

Przeciwdziedzina a obraz

Przeciwdziedzina B to zbior wszystkich potencjalnych wartosci funkcji,
natomiast obraz f(A) to tylko te wartosci, ktore funkcja rzeczywiscie
przyjmuje.

Przyktad: f(x)=x2, A=R, B=R. Wtedy f(A)=[0,«) < B.

07 - Analizy Matematycznej 1
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Wykres funkcji
i przeksztalcenia

7 ™
WYKRES PODSTAWO =
-

3 >

g B o X ™
1. y=f(x)+k 2. y=f(x-h) 3. y=-f(x)
przesuniecie pionowe przesuniecie poziome odbicie wzgledem OX

\. A B % S 7

e By N ™
4., y=f(-x) 5. y=a-f(x) 6. y=f(bx)
odbicie wzgledem OY skalowanie pionowe skalowanie poziome

\. B % B 3

. E ( ™
Jak czytac przeksztatceni Przyktad praktyczny
To, co jest w srodku funkcji, y=X2
wptywa na kierunek poziomy. y=-(x-1)%+2
To, co jest na zewnatrz funkcji, 1. przesuniecie w prawo o 1
wptywa na kierunek pionowy. 2. odbicie wzgledem OX

3. przesuniecie w gore o 2
\. 7 ¥,

08 - Analizy Matematycznej 1
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Funkcja odwrotna

- E .
Definicja Warunek istnienia
Funkcja odwrotna f~* odwraca Funkcja musi byc wzajemnie
dziatanie funkcji f. jednoznaczna.

Dla kazdego x zachodzi: W praktyce czesto wystarczy

f-1(f(x))=x oraz f(f1(x))=x. scista monotonicznos¢ na
rozwazanym przedziale.
Pozioma prosta przecina wykres
najwyzej w jednym punkcie.

% J \.

-

y=f(x) y=f"*(x)
A A
/\/ odbidje wzglede%%
8 -
\.
e ™ %
Jak wyznaczy¢ funkcje jod| Przyktad
1. Napisz y=f(x). f(x)=2x+3
2. Zamien x z . X=2y+3
3. Rozwigz rownanie wzgledem v. y=(x-3)/2
4. Okresl dziedzine i zbior f-1(x)=(x-3)/2
wartosci.
% 7 \.
-

@ Wazna uwaga

Nie kazda funkcja ma funkcje odwrotng na cate] R. Czasem trzeba
ograniczyc dziedzine, np. dla f(x)=x2.

09 -
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IIII"-.
F | . l t .""'x.‘________-_.__________..
r" 5
Funkcje elementarne to podstawowe typy funkcji,
z ktorych buduje sie bardziej ztozone wyrazenia.
Kazda z nich ma charakterystyczny wykres, dziedzine oraz wazne wtasnosci.
R P,
- ' N : )
1. NAJWAIZNIEJSZE TYPY 2. NA CO PATRZEC?
}I‘ .
' Far Ay . :
@ Funkcjastata  f(x) =c¢ s 5 &p dziedzina

. wykres: prosta pozioma

£ T N - . . miejsca zerowe
D=R ¥

R QD

@ Funkcja liniowa f(x)=ax+b | wykres: prosta, / monotonicznosc
wspdtczynnik P s ' :
. kierunkowy a 3 ~t- symetria

.........................................................................................

Funkcja f(x)=ax*+bx+c! D=R \
kwadratowa a#0 wykres: parabola
F 3

s :I.II T k-
@ Funkeja f (x) = x" D zalezy od n L r n
x

potggowa 5 i 3. PRZYKLADOWE WYKRESY

S TR T .]-"‘1" =y :_rz =X
D = R\ {0} L 4 {u {* o

@ Funkcja f(x) = 1 i y
wymierna X i a“"“ﬂptl'““: : jf ______ x /l/ \
: x=01iy= i i
------------------------------------------------- e Yw— g

przeciecia z osiami

®
¢ P

ksztatt wykresu

y x
@ Funkcja
by, x)=+x | D=]|0,+00 1 e
pierwiastkowa A= 1% [ ) ]/ Y=3 y=vx y=c
_________________________________________________ e ko SO B ¥4 V4 V4
. y EL ¢
@ Funkcja f(x) = || pEr 0 L N e i
modutowa - wykres w ksztatcie V" : > j: 0 x 0 x
] X I

\ & R J
" I =3

4. WEASNOSCI 5. PRZYKELAD

@ Liniowa - jest monotoniczna (rosnaca dla a > 0, malejaca dla a < 0). Porownajmy dziedziny dwach funkgii.

@ Kwadratowa - ma wierzchotek (minimum lub maksimum). f(x) =/x -2 g(IJ = 1

: x+1

@ Modutowa - przyjmuje tylko wartosci nieujemne: f(x) 2 0. Aby pierwiastek byt okreslony, +  Mianownik nie moze by¢ zerem,

@ Wymierna 1/x - nieokreélona dla x = 0. musi by¢ x -2 2 0, coaylix+1#0.

@ Pierwiastkowa — zdefiniowana dla x = 0, rosnaca. e | SR S

@ Stata - przyjmuje zawsze te samg wartosc. Df & [2' * m) : DE =R\ {_1}
% Z N .
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Fun kCJ e Wykl adnicze =
1 logarytmiczne

@ 3
@ Funkcje wyktadnicze i logarytmiczne opisuja wzrost, skale i zaleznosci odwrotne.

Sa fundamentem wielu zagadnien w analizie i innych dziatach matematyki.

- J
(’_ 1\ (- L F F _‘\
1. DEFINICJE 7 A 2. WEASNOSCI | MONOTONICZNOSC
y=e
(D) Funkcja wyktadnicza @) Gdya>1 y4 P
flx)=a* >0, a#1 » funkcja rosnacana R
11 e a* > 0 dla kazdego x
e _-——E}- > e a* = 0dlax— - §
W =04 I ¢ a* > +oo dlax — +oo 0 x
N W W A6 A B BN A R
@ Funkcja logarytmiczna y = log, x @ Gdy 0<a<1 V4 :
f(x)=log,x, a>0,a#1 * funkcja malejaca na R \ =
0 1 ‘; e a" > 0 dla kazdego x
D'z (9, +m) ¢ 2 > oo dlax = —o0 1\
W=R e a* > 0dlax— +o0 0 s
- # N P,
3 R . ;
3. ZWIAZEK: FUNKCJE ODWROTNE 4. NAJWAZNIEJSZE WZORY
Funkcje wyktadnicza i logarytmiczna @ Wyktadnicze: @ Logarytmiczne:
sq funkcjami odwrotnymi. S ) log, (xy) = log, x + log, y
Rt A log, () = log,x - Io
V4 ! y=x gy = 8~ 8|7 ) = 198 8aJ

S e T T T T T R R R R

g e Wykresy s3 symetryczne ' -
i f}_,—"!, wzgledem prostej y = x. @ taczace: 4%:* = x (x> 0)
S > < log,(a*)=x (xeR)
. . J
- R W
/\\ PAMIETAJ! 5. PRZYKLADY
e : @ 2°=8 L (@ logy27=3
ramieta); g | 2% = 23 E 3% = 27
w logarytmie argument musi byc dodatni. :
" J x=3 : 3 =3
% o A ' : J

11 - Analizy Matematycznej 1
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Irygonometria —
wzory 1 wykresy

e p
Funkcje trygonometryczne opisujg zaleznosci katowe w trojkacie prostokatnym
| maja charakter periodyczny.
% y,
r X : 3
1. FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE 2. WAZNE WZORY
s i ! 1 in? 2y =
Funkcja Dziedzina D - Zbior wartosci W i Okres @ sin” x +cos"x = 1
sin x D=R | W=(,3] | 2z ® Bk ==
| . | W 1 +tg°x=
COS X i D=R | W=I[-1,1] 27 @ g =
----------------- presrssssseansmersasnnsnssrsssharsssssisnnnssrssssnnssrnnshensrnnnsnnnnny Y DRSS R TN g S
S e | |
tg x ED-R\{E""%”}rE W=R o %) sin(-x) = —sinx
i keZ i :
: : : cos(—x) = cos x
¢ " x® =) J
- &
i | T T T &
N R S 1 2
3. WARTOSCI DLA TV JRAY TURE Rim WA T BE 1
z i ' 2 i 2 i
WYBRANYCH HATOW h_' .................... : ........... ..I ...... . .....................
cosx 1 5 % % 5 0
gy | 0 v3 1 nie istnieje
. | : 3 : . S
\ J
- g
4. WYKRESY FUNKCJI Y = COS X y=tgx
y = Sin X Vi 1 1 y# | 1
Ya 1 | | : :
Hf\_d_]“ﬂ ——————— ﬁ -_Hﬂ ““““““““ : p 1 : :
o - : : ; /' e
-2 -7 \/ﬂ T 2r x -2 \-mn/ O \v 2m x —?I/ _% 0 % i
""""" - | | e Rty s ettt /| e e I i [
[ & tg x nie istnieje, gdy cos x = 0. J
N o

12 - Analizy Matematycznej 1
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02

Granice 1 ciaglosc

Ten modut porzadkuje pojecie granicy,
granice jednostronne i dwustronne,

dziatania na granicach, podstawowe schematy
obliczen, formy nieoznaczone, granice

w nieskonczonosci, asymptoty oraz ciggtosc

| nieciggtosci funkcji.

. 0 :
lim | x>a 5 Vv | o0 S {\/‘

13 - Analizy Matematycznej 1
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Pojecie granicy
1 notacja

1. INTUICYJNA DEFINICJA GRANICY

Méwimy, ze lim f(x) = L, jesli wartosci funkcji f(x)
Xr—a

moga byc dowolnie blisko liczby L, gdy x jest dostatecznie blisko a.

Granica opisuje zachowanie funkcji w poblizu punktu a,
a niekoniecznie wartos¢ funkcji w tym punkcie.

X, ¥
¢ i 3
2. JAK CZYTAC ZAPIS? 3. CO OZNACZA GRANICA NA WYKRESIE?
Yy A
X —4a x dazy do a (bez okreslania strony). o= f(x)
"""""" g oo | B EEREEE
¥ = a a2y do a od prawej strony .
(x > a). :
__________________________________________________ :
xr—=a- x dazy do a od lewej strony :
(x<a). f >
““““““““““““““““““““““““““ 0 a x
¥ — 400 X dazy do plus nieskorficzonosci
Al ks el
"E:crnsmeez r:rgramczen] ___________ Gdy x dazy do a, wartosci f(x) zblizaja sie do L.
X — —oo X dazy do minus nieskoriczonosci Punkt (@, L) moze nie naleze¢ do wykresu (kétko otwarte),
(x maleje bez ograniczeri). bo granica dotyczy zachowania w poblizu punktu.
N 2% J
: X )
4. WAZNA OBSERWACJA 5. PRZYKLAD
Granica moze istnieé¢ nawet wtedy, Obliczmy iT‘! (3x +1).
b dadede i o
@ gdyfialibie isticis) (funksja aee Poniewaz funkcja f(x) = 3x + 1 jest wielomianem,
jest okreslona w punkcie a) albo i : . G e
a wiec ciggta w kazdym punkcie, granica jest rowna
gdy f(a) # L. wartosci funkcji w punkcie 2.
Granica opisuje otoczenie punktu, _
a nie jego warto$¢ w samym punkcie. i:nlz Bx+1)=3-2+1=6+1=7
N A % &

14 - Analizy Matematycznej 1



LIIJ NOTATKI WIZUALNE)

Granice jednostronne
i dwustronne

4 ™
O/‘ Granice opisuja zachowanie funkcji w poblizu punktu.
Mozemy bada¢ je z lewej strony (—), z prawej strony (+) lub z obu stron.
N 28
i . : )
1. DEFINICJE 2. ZASADA GLOWNA
@ Granica lewostronna w punkcie a Granica dwustronna istnieje wtedy i tylko wtedy,
lim f(x)=L gdy granice jednostronne istnieja i sg rowne.
-4
jesli wartosci f(x) daza do L, gdy x zbliza sie lim f(x)=L < lim f(x)= lim f(x)=L
do a od lewej strony. x—a x—a- x=ar
———————————————————————————————————————————— e .
Granica prawostronna w punkcie a - k.
® i d 3. ILUSTRACJE
:ran;+ flx) =L Granice jednostronne rézne .  Granice jednostronne rowne
jesli wartosci f(x) daza do L, gdy x zbliza sie — g‘rani.ce? dwustronna . — granica dwustronna
do & od prawej strony. nie istnieje. - istnieje.
-------------------------------------------- Ya : Y i

I
]
I
I
1 |
| ]
| ]

@ Granica dwustronna w punkcie a O W
lim fi(x)=L //—? /\
lim f(x) v ol il :
1 I +

jesli wartosci f(x) daza do L, gdy x zbliza sie

- ¥ i
do a z obu stron. a X a X
\ - y
= X 3
4. PRZYKLAD A L 5. PRZYKLAD B Ya
FSnidja: It o&=—— Funkcja: f(x) = |x| i
-1, gdyx <0,
fl) = -
1, gdyx>0. 0 x
—_— -1 2
0 -
lim f(x) = -1, lim flx)=1 lim |x| =0, lim |x]| =0
x—=0" x—=0* x—=0~ x—0*
= lim f(x) nie istnieje. = lim |x} =0,
x—0 x—=0
\, ot J

15 - Analizy Matematycznej 1



1 podstawowe twierdzenia

il &
Jesli istnieja granice funkcji lim f(x) = A oraz lim g(x) = B,
X—d X =l
to mozemy stosowac nastepujace dziatania algebraiczne na granicach.
e o
r L
1. DZIALANIA NA GRANICACH 2. PODSTAWOWE TWIERDZENIA
@ T (f(:r} i g(:r)) = A i B Twierdzenie o zachowaniu nieréwnosci
r—=a Jesli w pewnym otoczeniu punktu a
zachodzi f(x) < g(x), to
@ lim (f(x) —g(x)) =A-B lim f(x)=A i lim g(x) = B
e 4 X = £ =+d
implikuje A < B.
@ ii_ﬂ c-f(x)) = cA Twierdzenie o trzech funkcjach
Jesli w pewnym otoczeniu punktu a
@ Liii (I) : g(x)) = AD zachodzi f(x) < g(x) < h(x) oraz
x—>a li_l}}l f(x) = llﬂ h(x)=A,
to lim g(x) = A.
(5) lim flx) _ A il B2 || | cseaenes 1 S e
x~a g(x) Twierdzenie o funkcjach ciagtych
""""""""""""""""""""""""""""""""" @ Jedli funkcja f jest ciggta w punkcie a,
(6) lim (f(x))"=A" neN =T b A
e Wtedy granice otrzymujemy przez
! P bezposrednie podstawienie.
, L
3. PRZYKLAD 1 4, PRZYKLAD 2
2
; ; : 2 : ; o Faml
Oblicz granice il_lg (x° + 3x). Oblicz granicg lim ———-.
Wielomiany sg ciagte, wiec podstawiamy bezposrednio x = 2: Mianownik w punkcie x = 1 jest niezerowy (1 + 1 =2 # 0),
wiec mozemy podstawiac bezposrednio:
lim (x°+3x)=(2)°+3-2=44+6=10 ek e B
x—2 llm 2 — = — = ﬂ
=1 x+1 141 2
: 2 o s _
}FI_IH (x4 3x) =10 lim X i _ 0
N — =1 X + 1
o S DEE T
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.,"\M

Granice oznaczone
podstawowe schematy

Jezeli po podstawieniu bezposrednim nie pojawia sie
forma nieoznaczona, granice zwykle obliczamy
przez podstawienie.

_._._.-""ff

\. ®,
4 Y o N
1. SCHEMAT POSTEPOWANIA 2. NAJCZESTSZE PRZYPADKI
2 i
@ @ Sprawdz punkt graniczny. x“+1 Wielomiany.
P(X)  Funkcje wymierne z mianownikiem # 0
@ f Podstaw bezposrednio. 9(%) " w punkcie granicznym.
vV X  Pierwiastki przy spetnionej dziedzinie.
@ @ Ocen, czy wynik jest oznaczony. ‘
InXx Logarytmy dla dodatniego argumentu.
@ —Eh Zapisz odpowiedz. SIN X Funkeje trygonometryczne w punktach
swojej dziedziny.
\. b N J
i &
3. PRZYKLADY
. ! . Xl I
© lim (*-1) | @ lim - ® limvzt5 | @ lim Inx
x-3 : x»2 X-5 : x—4 x=1
:32—1 i = §+; i =445 = In 1
= 91 i = i i = \/a .: = ()
: 3 : : P
o = -1 =8 ?
e
g %
;s S e oul: ; 0 o0 ;
& Jezeli po podstawieniu bezposrednim otrzymujemy T e lub inng
forme nieoznaczong, konieczne jest zastosowanie innej metody.
e e
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Nieoznaczonosc 0/0 —

faktoryzacja i skracanie

4. PRZYKLAD A

@ Podstawienie bezposrednie: @ Faktoryzacja licznika: @ Skracanie:

- N
Jedli po podstawieniu bezposrednim otrzymujemy nieoznaczono$é¢ 0/0,
czesto mozemy roztozyc licznik i mianownik na czynniki, skroci¢ wspélne
czynniki, a nastepnie obliczy¢ granice uproszczonego wyrazenia.
e =
4 g _ S e : |
1. SCHEMAT 2. PRZYPOMNIENIE WZOROW 3. UZYTECZNE
PRZYPOMNIENIA
@ Roztéz licznik i mianownik @ Réznica kwadratow: @ Skracamy tylko wspélne
na czynniki. x: — g% = (x —a)(x +a) czynniki (nie zmieniamy
\lr dziedziny).
@ Skréé 3 il @ Wytaczanie wspolnego czynnika: il ;
roc wspoiny czynnix. @ Po skréceniu obliczamy
¢ ax+ay = a(x + y) granice jak zwykle.
@ Oblicz granice uproszczonego @ Podobnie: @ Po skl:léceniu_ pami¢ta)
A , o wykluczeniu miejsc,
razenia. 2 2
3 a”—b*=(a-b)(a+b) w ktérych mianownik = 0.
- # % 2 % J
e N

: @ Granica uproszczonego

2 : 2 - | wyrazenia:
T e R = TN R oD@l
' e -1=(x- =x+ : =
v s fhm : -1 0 —} X (x 1}{I+1}'? T "'E'} letlfll(I+1}—1+l
: nieoznaczonoéc (/0 ; b (dlax #1) A =2
I e —
1 Ograniczenie: oryginalne wyrazZenie nie jest okreslone dla x = 1. 4 E 3
|~. Zatem rozpatrujemy granice po usunieciu tego punktu: x # 1. J
e —————— e e J
i R
5. PRZYKLAD B | | .
; @ Podstawienie bezposrednie: | @ Faktoryzacja licznika: | @ Skracanie ; @ Granica uproszczonego
L : ; : wyrazenia:
Sioy g x° -4 22-4 0 s it L k-9
: 1 x*=4=(x-2)x =X i =
o g 2=2 0 = ¥ — 5 B lim (142)=2+2
nieoznaczonos¢ 0/0 (dla x # 2) 7 =1

e

Ograniczenie: oryginalne wyrazenie nie jest okreslone dla x = 2.
Zatem rozpatrujemy granice po usunieciu tego punktu: x # 2.

. e — . — — — —— — — — — — — — — — — — — — — — — — — — —— -

o ——

/N

UWAGA! Po skréceniu zawsze sprawdz, czy nie wypadto miejsce, w ktérym mianownik byt réwny 0.
W takich punktach wyrazenie wyjsciowe nie jest okreslone, nawet jesli granica istnieje.
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Usuwanie niewymiernosci

4 ~N
Gdy w granicach pojawiaja sie wyrazenia zawierajace pierwiastki,
' ktore prowadzg do postaci nieoznaczonych, np. %,
| czesto stosujemy wyrazenie sprzezone.
| \ /
" " g ’
1. SPRZEZENIE 2. SCHEMAT

Pomnoz licznik i mianownik przez
wyrazenie sprzezone.

‘ [(m_@)(ﬂ+ﬁ)A_B]

Zastosuj wzor na roznice kwadratow.

Wyrazenia VA + VB i VA -VB

e s : W o Uprosc¢ wyrazenie.
| (to wyrazenia sprzezone), poniewaz ich iloczyn

Podstaw wartos¢ graniczna.

(SifpDmisiam)

‘ nie zawiera pierwiastkow.

| / v
e i3 %
3. PRZYKLAD A 4. PRZYKLAD B
. oVvx+1-1 1 .. Yx=2 1
lim = — lim -
x—=0 X 2 r—=4 x —4 4
@ lim «,3.1:+1—1_wf::+1+1 @ - \H'_—Z‘u‘?+2
I r—0 X Vx+1+1 x4 x—-4 fx+2
\  (Vx+1) -1 V) -2
@ = lim (A*-B* = A-B)(A+B) @ = lim (V) (42~ B*= A- B)(A+B)

=0 x(Vr+1+1) r4 (x-4)(Vx +2)

@ L T = lim : @—lim L8 = lim -
=0 sl +1) Y alvxt1+1) _ =4 \[x +2

| = lim
=0y +1+1
R (O SoAes S v ) . T T |
VO+1+1 1+1 2 Va+2 242 4
- F % .
i .
UWAZAJ! Ktorg cze$¢ wyrazenia trzeba sprzega¢ — nie zawsze mianownik.
\. J
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Granice nieskonczone i formy nieoznaczone

( NOTATKI WIZUALHE)

Kiedy funkcja rosnie bez ograniczen i kiedy zapis z 0o wymaga dodatkowej analizy

\

. A

y N i -~ ™
@ Granica réwna + oo @ Granica rowna —oo @
lim f(x) = +c0 Y4 lim f(x)=-c0 ¥4 /1\ ©0 to symbol
X—a X—=d b
Wartosci f(x) rosna Wartoéci funkeji W\ opisujacy zachowanie,
bez 'EI‘EITEI"IIIEIEHIH, gdy _ " mate;:?, hez‘ : 3 a nie zwyk{a liczba.
x zbliza sie do a. a x ograniczenia. a l ¥
\.. i . 3 g N J
i =T X )
Przyktad: f(x) = 3:15 dlax—0 @ Zachowanie jednostronne: f(x) = % Co to jest forma nieoznaczona?
1 y ! 1 VA 1 1 Podstawienie prowadzi do zapisu
lirr&I — = 400 o A i s nie dajgcego jednoznacznej informacji
e 8 | o wartoéci granicy.
Obie strony rosna : ’ 2 :
bez ograniczenia. i _\ﬂ x [ Nieoznaczonosc # wynik ]
=
A : i 0 * _ ¥ 3wl Trzeba przeksztaicic wyrazenie
- of 3 .
" X R A
T B =
@ Najwazniejsze formy Uwagao — Ta sama forma — trzy rézne wyniki
nieoznaczone : 2 : x
. O \ Forma = moze prowadzit do: 9 lim %=1 . 10. lim L S E 11. lim — =0
0 : ; x—o X ' x—o X | x—o0 X
- e liczby skonczonej, 5 |
o0 Podstawienie ub yA L YA L Y4
R daje jedng z tych Sl At i
¢ 0-00 > form — granica e innej formy nieoznaczonej. 1p-=——za ' |
°« 1% nie jest jeszcze | i L
e 0° Znana. nie wolno > = > >
z skracac nieskoficzonosci". X 0 £ 0 X
e o J Wynik skoriczony. Nieskoriczono$¢. | Granica rowna 0.
N 7N P =,
& ¥ % 5
(12) Przyktad formy oo —co @ Przyktad formy 0 - oo Plan dziatania
lim (\/x2+x —x
H.Tn( ) fi x-(l)=1 -
Fl:.:dstau{rleme: B ad. x=07% X rozpoznaj przeksztate S oblicz
Nie mozemy stwierdzic, — X do znanego ;
: Podstawienie: 0 - co. forme wyrazenie granice
fe 0 —oco=0. : ) schematu
Czesto potrzebne jest sprzezenie: Po uproszczeniu otrzymujemy G 2
T T razenie o granicy rownej 1.
m = A Iz + x4+ X wy B y ]
" e = % J % .
i . = 5 o N A
@ Najczestsze techniki przeksztatcen péZniej: % TO NIE SA OGOLNE REGULY!
s N . a ¢ o 0
(ﬂ-b) @ {a-b)[a-r—b) : b "‘F 2 — = 1
. dzielenie przez | : ! ta de I'Hospital -
faktoyzaca | najwyisza | spragrenie | WPy PEUL AU IR ol e
' potege . mianownik e -00 =
4 do programu I 3
~ e ™
Najpierw nazwij forme. Mapa podejscia do granicy Tak [ oblicz. ]
Dnzierﬂ th:mk [ podstawienie = forma , . il
Wy ierz techni e, / 0Znaczona: rozpoznaj przexs
nieoznaczonos¢ wyrazenie

A
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Granice w nieskonczonosci i asymptoty

Co dzieje sie z funkcja, gdy x staje sie bardzo duzy lub bardzo maty?

i "R g T "
® Jim f(x)=L @ A, Je St (3) e Lm f(x)=L,
xX—=tco
Watr.tcnls’ci .funkcj'i f(x) Waf'jt':iéci 'funkcii f(x) to prosta y = L jest pozioma asymptota
zblizaja sie do liczby L, zblizaja sie do liczby L, wykresu funkcji po odpowiedniej stronie.
gdy x rosnie bez ograniczen. gdy x maleje bez ograniczen.
N 2 N 2 J
G ; N 2
. o T P(x
@ Przyktad:  f(x) X Dla funkcji wymiernej f(x) = QEI;’
xl—ime % =0 y=0 jest pozioma gdzie P, Q - wielomiany, zachowanie w nieskorczonosci
” 0 asymptota wykresu. zalezy gtownie od najwyzszych poteg x w P i Q.
im — =
T 5l S ¥ g
[ G R b
@ deg P < deg Q @ deg P = deg Q deg P > deg Q
P(x) - Plx) _ wsp. wiodgcy P _ AE
i - = . Z reguty nie ma asymptoty poziomej.
_J_{Tm 0(x) 0 x—+o0 Q(x) wsp. wiodacy Q guty YMpLoty P J
Giid 8 Funkcja moze rosnac¢/ malec do oo
Asymptota pozioma: y = 0. FReyas J.,!!_.“:a 222 -5 2 lub mie¢ asymptote ukosna.
: 3
A tot Py = =,
L § " symptota pozioma: y = y. )
P = i
; . : : : 3
@ Metc:.da qunn.n:fmjsalraa dla funkcp wyrr_uerrl'ny-:h. Przyktad: 94 q P b F z
Podziel licznik i mianownik przez najwyzsza im = = lim = | =
odpowiednia potege x FPRid=xhl "R gody Lz 2
v . R = = =
e % i . !
Asymptota pi : = ’4 >
@ symptota pionowa @ Przyktad: f(x) g :L
Jedli lim f(x) = *oo, lim by o —0co :
r—da x—=2- x—2 . 1] : 2 ,;
to prosta x = a moze by¢ _ 1 = x=2 =t SXINDE |
asymptota pionowa wykresu. ,rl.l.n} T ik PR, '
X .
g N R N E
; 1
@ Asymptota ukosna Jak znalez¢ a? @ Jak znalezé b? Przyktad: f(x)=x+ 3
Prosta y = ax + b jest asymptota 1
ukosna po stronie +oo (lub —co), o= e f(x) b= lim [f[:r) - ax] fx)-x= X X400 0
jesli lim [f(x) = (ax + b)] = 0. b s stad y = x jest asymptota ukoséna.
% N P o e J
s ; R i N
@ NAJCZESTSZE BLEDY! MAPA PODSUMOWANIA
® @ x—=a f - oo (lub-oc) = asymptota pionowa
X Asymptota moze byc przecinana przez wykres. @ sassilib=c) foi = asymptota pozioma
X Asymptota pozioma nie jest maksimum.
X Trzeba sprawdzac takze x — —oo, @ x =00 (lub=ee) f=ax+b = asymptota ukosna
s P R e
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Ciaglosc¢

Kiedy wykres mozna narysowac bez odrywania otowka?

& R J By N “
1. KLUCZOWY WARUNEK 2. CIAGLOSC W PUNKCIE a T Tm— 4. WYKRES CIAGLY W a
2 N Funkcja f jest ciggta w punkcie a, gdy y 4
jednoczesnie: la, fla))
llm f(_}'(') = f({l) @ fla) istnieje
R 2) lim  f(x) istnieje Wartoéé funkeji w punkeie E
e Py ' . zgadza sie z zachowaniem '
= ' >
@ P_IH; f(x)=fla) funkeji wokdt punktu, 0 a x
\ =l N I e
s X B o . 2 5
5. CIAGLOSC 6. CIAGLOSC 7. CIAGLOSC DWUSTRONNA 8. PRZYKLAD:
Z LEWEJ STRONY Z PRAWEJ STRONY WIELOMIANY
_ : Aby funkcja byta ciggta
= = o
lim  f(x) = f(a) lim  f(x) = f(a) wipikgie i e bid fx)=x*-3x+1
Wartosci funkeji z lewej Wartosci funkcji z prawej ciggta z lewej i z prawej Funkcje wielomianowe sa
zblizajg sig do fl(a). zblizajg sig do f(a). strony, czyli musza byc¢ ciagle na catej proste;
—O0—0—09 C—Q—O—O— spefnione warunki @ i@ rzeczywistej R.
, : 2 ! : > oraz (1)-(3).
\ 0 : Tl 0 8 uil” & o N v,
g B f Y % i ™
9. PRZYKLAD: 10. PRZYKLAD: +/x 11. PRZYKLAD: In x 12. FUNKCJE TRYGO.
FUNKCJA WYMIERNA () sl
i) s 1 f(x)=~./; f(x) = Inx f(x) = sin x, cos x
= x—3 , . Ciagte na K.
Ciagta na R \ {2} Clagha na/]0, :e0). Ciagta ma (0, + o). f(x) = tan x jest ciggla
: Dziedzina: x = 0. Dziedzina: x > (). i3
Nie okreslona w x = 2. na RH{E*‘-’”‘”: kEE}-
. Y 2 N 4% J
@ R &t d ™
13. SKLADANIE FUNKCJI 14. CIAGLOSC NA PRZEDZIALE OTWARTYM 15. CIAGLOSC NA PRZEDZIALE ZAMKNIETYM
Jesli f jest ciagla w punkcie a Funkcja f jest ciagla na (a, b), Funkcja f jest ciagta na [a, b], gdy:
oraz g jest ciagla w punkcie f(a), jesli jest ciggta w kazdym punkcie * jest ciagla w kazdym punkcie x € (a, b),
to go f jest cigglta w punkcie a, : . ;
i . . x € (a,b). * jest ciagla z prawej strony w a,
o ile jest w nim okreslona. 2 ; :
(a.b) * jest ciggla z lewej strony w b.
1 g o ‘ o—> la, b]
» - 5 b e & >
e N N2 - b y
- _ : . 2
16. PRZYKLAD — FUNKCJA OKRESLONA ?_ramc? (: t;-w&: }sltmn(:r w ;; 1-; | Wb ke W pusikite
m —] m i = " .
x+1 dlax<l SEIE T i £(1) =2 s f jest ciagta
)F(I) == I x dia x> 1 Granica z prawej strony w x = 1: i wx=1.
lim fix)= lim 2x=2 .
\ =17 x=e1* y J
g N _ . : i, O 28 M
17. KIEDY NIE JEST CIAGLA? 18. WAZNA ZALEZNOSC 19. TYPOWE BLEDY
Funkcja f nie jest ciagla w punkeie a, I S PR e @ *sprawdzanie bl pantossi /i),
gdy co najmniej jeden z warunkéw | _rar;l-::i moze IEtﬂI: eiv_ ::;q_g ‘GEEI. _ . zapumfnanlte o j:l.';ledznme fl.lhl::jl,
- nie jest spekniony. ale cigglos¢ wymaga odpowiedniej granicy. * zapominanie o je .nnsl:rnnnyc .
k warunkach na krancach przedziatu.
. E Sl N ¥,
e : ™
20. TEST CIAGLOSCI W PUNKCIE a
. 7 5 ? = fla)?
o = (i =@ £7 (@) 57 < (8) ¥ |l
lim f(x) lim f(x) lim f(x) @
I'h.._ X =rid X=sd A =rd _,-'"I
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Nieciaglosci

Jak rozpoznaé, dlaczego funkcja przestaje by¢ ciggla?

3 N £ N N Nt =
1. DEFINICJA PRAKTYCZNA 2. TYP 1: USUWALNA 3. WYKRES (USUWALNA) 4, PRZYKLAD (USUWALNA) [ | 5. JAK USUNAC?
Funkeja jest nieciagla w punkcie lim f(x) =L istnieje 74 O brak f(x) = X’ '11 x#1 Zdefiniuj wartos¢
: b T S | (. wartosci z= zgodna z granica:
a, gdy nie spetniony jest i jest skoriczony, ale L . w(a, L) (x=1)(x+1) Gk b a
i . ! g =R (1) =2
przynajmniej jeden z warunkow f{ﬂ} nie istnieje - o ® fla) x-1 [ 1
iaoloéci w g. : w innym lim f(x) =2 -
CIaglosci w @ ub f(a) £L. . i e f £ | T:eraz funkeja jest
a X f(1) nie jest okreslona. Clqgh wx=l],
& ik, AN N y,
' g T Y4 I, T o T A §
6. TYP 2: SKOKOWA 7. WIELKOSC SKOKU| [ 8. PRZYKLAD (SKOKOWA) | | 9. TYP 3: 10. PRZYKLAD (NIESKONCZONA)
Obie granice jednostronne $=1L,-L, flx) = { 2* i j E NIESKONCZONA flx) = ﬁ wr=2 7% K
x> At : — ;
istnieja, s3 skonczone, . : . : COnEREfjeda 2 grak : 2 :
ale 53 rone. bl A g::trr; I]ff]l_ fl)=0=1L, jednostronnych jest rowna :Iinz.l == 2 x
o § <0 - skok wdot ]'u:]1+ flx)=2=1L, + |ub —co. Ilir'}+f{x}=+m W ;
LiF L ] ¢ |§| — wartos¢ skoku T ] |
[ : 2 51 Skok = 2-0=2 (w gore) Asymptota pionowa: x = 2
\ = . 7 X = N s\ J
r e, N W v G
11. DODATKOWA KATEGORIA: 12. WAINE! 13. PROCEDURA DIAGNOSTYCZNA
OSCYLACYJNA 4 : ' ol it con e B
Granice jednostronne nie istnejg, - - --==1 - === Sama warto¢ f(a) nie deyduje o typie nieciaglosci, @ e ¥
bo furkcja aseyluje w pobiizn o. Klasyfikacja zalezy gtownie od granic jednostronnych Oblicz JL";' f)=L1
Prayklad: f{x'_I:sinG)wx-rﬂ X i ich relacji do f(a). Oblicz lim f(x)=L"
o S a e W 11' Xyl
 oscyle migdry -1 1. 1 M ) @ Portwn L™ i L
= : ; istniie?
14. KLASYFIKACJA NIECIAGLOSCI © Spravd f(a) (cry e’
Typ 1= L* f(a) Uwagi | @ Laklasyfikuj nieciggtosc.
T o ie istnieje Mozna ,uzdrowic"
Usuwalna istnieje (= L) istnieje (= L) e o8 R = r" N
b defne flo)m i 18. A CO Z ASYMPTOTAMI?
i istnieje (= L, ) moze istniet 400 Coie S
Skokowa istnieje ( = L;) istniefe (= L, : Skok = L, - L;. Y4 ; Nieciaghost
I L, # 1L, lub nie I i k nieskonczona
it 8 A o7 e istnie | » jest czesto
Nieskonczona +o0 lub istnieje +00 |ub istnieje m“fuiliti';m EW::EHZE::TPME =] a ¥ el
\ [ z asymptota
\ il —0o ! plonowa x = a.
r B,
15-17. PRZYKLADY DIAGNOSTYCZNE - JAK ROZPOZNAC? (ODPOWIEDZ | UZASADNLJ)
2 1 L =L"=L 6. /1 E: L~=1L, 7. 7 | Co najmniej
/——G\~ - : L, ¥ : jedna granica
o fa) istiee, v L= L, : _
1 = ' — t > = * oo,
o ale f(a)# L. | Ly #L, \ x
2 x  ODPOWIEDE: . +  ODPOWIEDE: 0DPOWIEDZ:
. USUWALNA SKOKOWA a NIESKONCZONA 4
r e T R
19. NAJCZESTSZE BLEDY 20. SZYBKA MAPA NA KONIEC
* Kaida dziura na wykresie to nie skok. " ROWNE GRANICE | [ ROZNE GRANICE A CO NAJMNIEJ
® & e il ook i + ItA Tmruéé 5mﬂiznue anuf +00
: gl ..o ,
e USUWALNA | SKOKOWA NIESKONCZONA
\ A Y N . L ’ y
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03

Pochodne

Od tempa zmiany do pelnej analizy przebiegu funkcji

Cel modutu: zrozumieé, czym jest pochodna, nauczy¢ sie
j3 obliczac, interpretowac geometrycznie i fizycznie oraz
wykorzystywac do badania monotonicznosci, ekstremow,
wypuktosci i przebiegu funkgji.

YA dy

F) | *

5)

0 13:

definicja pochodnej e iloraz réznicowy e interpretacja geometryczna
* interpretacja fizyczna ¢ tablica pochodnych e reguty rézniczkowania
 regufa tancuchowa e funkcje wyktadnicze i logarytmiczne ¢ trygonometria
e styczna * monotoniczno$¢ ¢ ekstrema ¢ druga pochodna

»Pochodna odpowiada na pytanie: jak szybko zmienia si¢ funkcja?”

funkcja pochodna znak pochodnej —> wnioski o wykresie

® o)
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Pochodna — definicja

Granica ilorazu r6znicowego i lokalne tempo zmiany funkcji

g N : : - “‘\
1. DEFINICJA 2. ROWNOWAZNA POSTAC 3. ZNACZENIE

f'(a) = lim flashJi® f(x) - f(a) _@_ Lokalne tempo zmiany

f ¥
h—0 h f (ﬂ) 5 1?'_12 x—a funkcji w punkcie.

o ile granica istnieje.

\C J O\ A N >
r ¥ — F i Y .
4. ILORAZ ROZNICOWY 5. PRZEJSCIE DO POCHODNEJ 6. NOTACJE POCHODNEJ
fla+h)- f(a) Gdy h — 0, érednie tempo zmiany f(x)  (czyt. .f prim x")
h dazy do chwilowego (natychmiastowego) ;';' : (gdy y = f(x))
to érednie tempo zmiany funkcji tempa zmiany, czyli do pochodnej d—i (Leibniz)
na malym przedziale [a, a + h). W punkcie a. L T P R
e PN Wl J
4 N R "R I
7. PRZYKLAD: POCHODNA f(x) = x* 8. ROZWINIECIE 9. UPROSZCZENIE 10. GRANICA
o 2
Z definicji: (x +h)* = x* + 2xh + b f'(x) = lim gl fx)=2x+h — 2x
r : {I+h)2_xi = x1+2xh+h3-12_’ i 2 i
f(x)= ;l,]_r.‘.% ) f'{x) = iirl.[I:l - = lim (2% ) 3 e
- lim f(x) = 2x
N AN 7 N N >
4 . o O =
11. WARTOSC W PUNKCIE 12. FUNKCJA STALA
Dia x = 3; Jesli f(x) = c (stafa), to: | Interpretacja:
: . : = ) i Funkcja stala nie zmienia sie
FUFy=2-3=6 [ I B8)#s ] fix) = }tl_ﬂ. gy },T.; Pl i — jej tempo zmiany jest réwne 0.
e e ] : 3
r’_ . L 2 K
13. KIEDY POCHODNA MOZE NIE ISTNIEC? 14. PRZYKLAD: f(x)=|x| wx=0
Ostry wierzchotek Ostro zakoriczony fuk Nieciaglosé Styczna pionowa Pochodna lewa: Pochodna prawa:
(zalamanie) (.cusp”) (w niektérych sytuacjach)
4 4 £ 1 L L, T T
i r_ h-0- h k-0 N hs0* w0+ h
| 1 '
| =Y 1| | ORI | | || | e = —orn- 7 S ree Sh L B e e T T e ey e -
| : /\ ?,.z-""" | :
0] x 0 X ol x ol x Réine pochodne jednostronne = [ f'(0) nie istnieje.
%, R v
i : " ™
15. TWIERDZENIE (WAZNE!) 16. UWAGA — PRZYKLAD PRZECIWNY
Jesli funkcja jest rozniczkowalna w punkcie, Funkcja f(x) = |x| jest ciagta w x = 0,
to jest tam ciggta. ale nie jest rozniczkowalna w tym punkcie.
s o e J
3 N ™
17. NAJCZESTSZE BLEDY 18. MAPA W PIGULCE
€3 Podstawienie h = 0 zbyt wczesnie.
€3 Zapominanie o podzieleniu calego licznika przez h. - — —
€ Mylenie pochodnej w punkcie z funkcja pochodna AN podziel przez seifaalis et
(f'(a) to liczba, f'(x) to funkgja). wartosci roznice odstep pochodna
s SN argumentow )
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|_l!J NOTATKI WIZUALNE) 4 3
strony
P
CO 0Z114CZa [gochodna.
Nachylenie stycznej, szybkos¢ zmiany i informacja o zachowaniu funkgcji
/ % 78 . 1 &y &
Interpretacja Sieczna - przyrost Od siecznej Styczna
geometryczna skonczony do stycznej
Pochodna f'(a) to Gy h = 0, ¥4
nachylenie stycznej sieczna przechodzi
do wykresu funkcji f w styczna, a jej !
w punkcie o wspotrzedne; nachylenie dazy 1: "
* =G do wartosci pochodnej. 0 a x
y4 Machylenie siecznej przez
| punkty (a, f(a)) i (a+h, fa+h): | | f(z) = im 292 =@ || Nachylenie stycznej
: < fla+h) - f(a) 4=+0 h w punkcie a wynosi f'(a).
0 a X h
o ot M A N ¥
' R e Hates =
@ Dodatnia pochodna @ Ujemna pochodna @ Zerowa pochodna Przyktad: f(x) = x°
Jedli f'(a) > 0, Jedli f'(a) <O, Jesli f'(a) =0, f'(x) = 3x%, wiec f'(0) = 0.
to wykres funkgji to wykres funkcji o SER esHpRionS Mimo to punkt x = 0
jest lokalnie jest lokalnie I[rl'ta::h%rleme owTe 0, nie jest ani maksimum,
rosnacy w punkcie a. malejacy w punkcie a. i ITEEE ani minimum — wykres
J " OZRAcCza ekstremum. przechodzi przez niego
| / i " rosnaco.  y /
i : g /T\
' * 1 * 1 > 0 X
0 a X 0 a X 0 a X /_
\ N > S F o
" i % i B o : "%
@ Interpretacja fizyczna | Interpretacja fizyczna I @ Jednostki @ Srednie tempo zmiany
Jesli potozenie ciata Przyspieszenie to pochodna Jesli s mierzymy w metrach Srednie tempo zmiany funkcji
w czasie t opisuje funkcja predkoéci, czyli: [m], a t w sekundach [s], f na przedziale [x,, x,]:
s(¢) (droga), to predkos¢ to s'(#) ma jednostke
chwilowa wynosi: a(t) = v'(t) =s(1). f(x;) = f(xy)
; ' m
v(t) = s'(¢). & B — (metry na sekunde). b E g
=T F*3 S
\ ] 0 B o % J
" N r" oy . B
@ Tempo zmiany chwilowe Przyktad: s(t) = ¢* @ Zastosowanie: koszt Co mowi znak pochodnej?
Pochodna to granica sredniego () = ¢ Jesli C(q) oznacza koszt cafkowity | | ocnaca  stacjonarna  malejaca
t iany, gd dzial . g przy produkeji ¢ jednostek, ' : = : '
e ks VAL o) Sis to C'(q) reprezentuie prayvizony | | 770 1 S=0 1 f<O
MEEY 2 ; v(3)=2-3=6 koszt kraficowy - dodatkowy : :
£(a) = lim fla+h) - f(a) koszt wytworzenia jednej - : : : \.
i h Jednostka: m/s. dodatkowej jednostki. = ; ; .
\ > 2% 2R J
r & W 2 ™
@ Najczestsze biedy Podsumowanie w pigutce
7 X ' ™
X Mylenie wartosci funkeji z nachyleniem stycznej. . informacja
nachylenie T tempo j b
X Zakfadanie, ze f'(a) = 0 zawsze oznacza ekstremum. L (stycznej) m zmiany + il:l_'— o kierunku | = pﬂthﬂdﬂﬂ
funkgji
X lgnorowanie jednostek w interpretacji fizycznej. A ,A . : J
\. BN ¥,
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[_II_J NOTATKI mzumnz)

Tablica pochodnych

Wzory, ktore warto rozpoznawaé bez ponownego wyprowadzania

i funkcja ‘ pochodna warunek / uwaga 1
@) fe) 0 | c — stata

B RN, e DI i AR SNk i
@) (=) nx"  neR
O) % ! = ;1:3— x #0

________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________

fet ) [ e* J funkcja pozostaje taka sama!
@ (a*) a*lna a>0, a#1
(8) (Inx & 2=
® ( x
@ (log, x) e a>0 a#l, x50
(sin x)’ cos x -
@) (cosx)’ —sin x -
12 (tanx) m;x = sec’x x#=+kn kel
@) (cotx)’ - sinlzx x#+kn, keZ
(arcsin x) TeEF, x| <1
@ (arccos x) - \’,11_712 |2 < 1
_________________________________________________________________________ e
!
(arctan x) — — y
R '
@ PRZYKLADY (18) SZYBKA WSKAZOWKA
=51’ 4 Najpierw rozpoznaj funkcje
( er) = &% bazowa. Dopiero potem
1 zastosuj regute sumy,
(ln x) = % iloczynu, ilorazu lub tarficuchowa.
¥ e 4
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Jak liczy¢ pochodne funkcji zbudowanych z kilku prostszych czesci

i N ™ - N ™
1. STALY CZYNNIK 2. SUMA 3. ROZNICA 4. ILOCZYN (KLuCZOowaA)
- ! N ! & S ! ! / !
(e f) =¢-f (f+g) =f+g (f-g)=f-¢ (fg) =fg+fg
¢ — stata suma pochodnych roznica pochodnych najwazniejsza reguta!
\. 2 % AR > J
( _ N N AT )
X UWAZAJ! 6. ILORAZ (g#0) @ ZAPAMIETAJ!
(fg)" £ f'g’ f r f’g —fg’ pochodna géry - dét
g == 2 — goéra - pochodna dotu,
to btad! g g i3
wszystko przez dét
\ R > L J
@ X N N
8. PRZYKLAD - SUMA 9. PRZYKLAD - CZYNNIK 10. PRZYKLAD - ILOCZYN 11. PRZYKLAD - ILORAZ
X
— =
flx) =2+ 2% Fix) =5 f(x) = x%€* fx)= =i
(x) = 3% +2 (x) = 202° f'x) =2 + 2% || pia)= EELSES
flx)=3x"+ fx) =20x TEe
= ¢*(2x + x?) &l
\. # % % #% (x+1) e,
3 - N £ R ~
(%) 12. UPROSC, GDY WARTO (%) 13. NIEROZWIJAJ, GDY NIE TRZEBA | | (%) 14. NAJPIERW STRUKTURA
Czasem dobrze jest uproscic W iloczynach z wieloma czynnikami Zidentyfikuj ,zewnetrzna” strukture
przezd rézniczkowaniem. czesto czysciej jest nie rozwijac wyrazZenia:
2 5 (x # 0) nawiasow i uzy¢ reguty iloczynu. . & siilss
X ! 5k ;
Wtedy: (x)" =1, aniereguta Np. (x +1)* (x* +1)’ lepiej potraktowa e iloczyn « ztozenie (funkcja w funkeji)
ilorazu. jako iloczyn dwach czesci.
4 X SN .
2 XA R 3
15. DRZEWO DECYZJI % 16. NAJCZESTSZE BLEDY £ 17. szvBKI TEST WYNIKU
( Co widzisz na zewnatrz? ) e Zapominanie jednego skfadnika %
¢ T I T A Y w regule iloczynu. e Czy znak ma sens?
e A B r L. -3 : ™y T a1 L s i ; i
+/- . / f“"k':laﬂ e Zamiana kolejnosci w liczniku reguty * Czy dziedzina sig zgadza?
suma / iloczyn iloraz e ilorazu. e Czy moina wytgczyc
rﬁiniﬁa *EI:ICUEI'IGWE L L g, T L iy o e " -
: e Zapominanie o kwadracie w mianowniku wspdlny czynnik?
reguta 2-3 regufa 4 regufa 6 (reg. tanc.) :
! A 4 3 w regule ilorazu.
7 % &N P,
i B
18. MAPA NA Q = f _¢_
@ KONIEC - = = -3 iﬁ o 4
rozpoznaj wybierz policz pochodne Silis g uproéé
L strukture regute czesci J .
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[!!J NOTATKI WIZUALNE)
R la lan h
Pochodna funkcji ztozonej: rézniczkuj od zewnatrz do wewnatrz
e S R i X 7 ~
(1) DEFINICJA (2) KLuczowA FORMULA | | (3) INTUICJA (4) SCHEMAT WARSTW
Funkcja ztozona (kompozycja): Przyktad: y = sin(3x” + 1)
i 3| | v Pochodna warstwy
5 o —@— : zewnetrzna: sin(*’
[Jf’ =f(g(x)) = (f“‘g]{x}J (f{g{x])) = f'(g(x)) - g'(x) i zewnetrznej x
pochodna warstwy ( e B IJ
Najpierw dziatamy g, N / wewnetrznej.
potem f. wewnetrzna: u = 3x° +1
e S N S J
r R P T = £ ~
(5) PRZYKLAD 1 (6) PRZYKLAD 2 (7) PRZYKEAD 3 PRZYKLAD 4
y=2x+1) y = sin(x?) y=e** y = In(2x + 5)
zewnetrzna: u5 zewnetrzna: sin u zewnetrzna: e zewnetrzna: lnu
wewnetrzna: u = 2x + 1 wewnetrzna: u = x° wewnetrzna: u = 3x WE""'"*?”I;‘E: u=2x+5
f'(u) = Sut, giix)=2 f(u) =cosu, gix)=2 Fluy=1e" gixi=3 f(u) = = (x) =2
r S
y =52x+1)*-2 y" = cos(x?) - 2x y'=e*.3 e 2
=10(2x + 1)* = 2x cos(x?) = 3¢%* e
\ 2 .8 o % 2x + 5
( X % i N i
(9) PRZYKLAD 5 (PIERWIASTEK) PRZYKLAD 6 (WiELe warsTW) | | (11) POCHODNA PRZYKEADU 6 | | (12) WSKAZOWKA
y=vVxi+1 = (x*+1): y = sin ((:-:2 + 1}3) ; 5 o Dla diugich wyrazen
zewnetrzna: u'/: A ([x +1) ) i w Srodku uzywaj
wewnetrzna: u = x2 + 1 Warstwy (od zewnatrz do wewnatrz): ; podstawienia:
L S i , y’=ms({x‘?+l} )
f)=5u™", gx)=2 (1) sinu [u=g(x)]
s 1 Ry . +3(x% +1) - 2x
y == (x*+1)7" - 2x @ =i ( ) Utatwia to zapis
-t @ v=x2+1 = 6x (x* + 1}:' ms({f - 1}3) | porzadek w obliczeniach.
N Vx© +1 BN o % P J
- N R e N
(13) KOMBINACJA - ILACZYN KOMBINACJA — ILORAZ @ ROZPOZNAWANIE
s In x
¥y = x° sin(3x) y = -
Potrzebna jest reguta iloczynu Potrzebna jest reguta ilorazu p Czy jedna funkcja siedzi
ORAZ reguta taficuchowa. ORAZ pochodne czeéci. »w srodku” drugie;j?
(u=x2, v=sin(3x), v =cos(3x)-3) u=Inx (u' = i], v=x>4+10"=2x) ey ;
e Jesli tak = pomysl
y' = 2xsin(3x) + x - cos(3x) - 3 "= v o regule faficuchowe;.
= 2x sin(3x) + 3x* cos(3x) = + (¥* +1) = (Inx)(2x)
k. N (x? +1)° < .
2 Y N N
TYPOWY BLAD 1 (17) TYPOWY BtAD 2 PAMIETAJ — WIZUALNY PRZEPLYW
Zapomnienie o pochodnej Rézniczkowanie tylko czeci zewnetrzna jej pochodna zostaw F‘:I”"d"f’i prage
warstwy wewnetrznej. wewnetrznej lub tylko A w_rthrjze ROGROUN WRgsE
; zewnetrznej. T — [ () j —> @
(sin(xz)) - C{}S(IE) —
NIE wolno réiniczkowaé | | z - a—
, 3 : o Przyklad: y = cos(5x7)
Poprawnie: 2x cos(x } tylko jednego poziomu! " wsaw
cos(5x%) =5 —sin(5x%) (5x°)- “US%), o 1542 sin(5x%)
h_ o N AN =
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[!._] NOTATKI WIZUALHE)

Pochodne funkcji specjalnych

Wyktadnicze ¢ logarytmiczne ¢ trygonometryczne

r = T N ™
(1) POCHODNA e* (2) POCHODNA a* (3) FUNKCJA Zt0Z0NA || (4) PRZYKLAD
( x)f — aX x\/ x y =
€ € (@) = a*lna ity ;
[y = et . o y' = e (3x%)
x - [}* = s g(x)
£ ot dlaa>0, a#1 = 3% . 6
wtasng pochodna. ’ T =
i gt 3 ' = 2 J
3 L8 =i Nl Y
(5) POCHODNA Inx (6) FUNKCJA Zt0ZONA | |(7) PRZYKELAD POCHODNA log, x
1 y = ln(g(x)) y =In(x2 + 1)
¥ e 2 : r
[(]HI) T E] @ ( } y' = (IE‘}'I) [(]ggﬂx) = ll }
¥ +1 xlna
2x
dla x > 0 dls glx) b e daa>0,a#1, x>0
\. A g\ J .
fe i T g W g ™
(9) POCHODNA sin x POCHODNA cosx | |(11) POCHODNA tanx | [(12) POCHODNA cot x
- ] N
. (. . f = ' 1
[(sm x)' = cos :4:} [(ccrsx) = — gin :cJ (tanx) 23 [(cg{x) = sinz:r]
- 2
A YA 1 = sec’x fa
4 | i : : :
ﬂ > » / I /: E E ! -
0 X 0 X of j | DF e~ e T
\ & N J X : : he : ' ' J
4 2 % A - 5
(13) PRZYKLAD TRYGO PRZYKLAD TRYGO | | (15) PRZYKLAD MIESZANY PRZYKLAD
Yy = SiH(SI) iy = (:{}5(_1:‘1) y =e’sinx y=x In x
] e i }r,. = (cos (Ig))r Zastosuj regute iloczynu: ; . e ;
}’ P {Sln( I)) 5 : ; 2 }r; 2 {EI)J sinx_r_ex(sinxr y - (I} nx I(HI)
= 5cos(5x) i )Ex ) = e*sinx +e*cosx =Inx +1
= = 2xsin(x7) = e* (sin x + cos x)
\, P 2 N H R J
r’r W X
(17)  TYPOWE BLEDY SZYBKA MAPA - JAK LICZYC?
% Zapominanie pochodnej )( Zapominanie znaku rozpoznaj '-’:P"“""’d'j- zastosuj pomnoz przez
;S?puminanfe Dx wnetrza w In(g(x)) minus przy cos x funln:jq bazowa czy jest zloiona wzor pochodng wnetrza
w pochodnej a* 5 1
BLAD: (In(g(x))) = ——  BAD: (cosx) =sinx
: g(x)
BLAD: (a*) = a*
POPRAWNIE: POPRAWNIE: () POPRAWNIE: &li funk st
@)=a"ha | (@) =S5 | (cosx) = -sina W - PO -
g(x)
\ = S
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Styczna 1 normalna

( NOTATKI wuunLME)

Jak znalez¢ réownanie prostych zwigzanych z wykresem funkcji w danym punkcie

4 N T 3 & K
(1) DEFINICJA STYCZNE) || (2)  WZOR NA STYCZNA (3) couiczymy? | |(4) GLOWNY PRZYKEAD
St}rt:}na do wykresu funkcji @ Oblicz f(a) f(.r} =x2, a=1

y = f(x) w punkcie x = a - g '
to prosta o nachyleniu ry f(ﬂ) — f (ﬂ) (JL' r ﬂ) @ Wyznacz f'(x) @ J=1
m = f'(a), (3) oblicz f'(a) @ f'(x) =2x
ktéra przechodzi przez Puikt st 2ia @ P
yCZnosci: (ﬂ, f (a}) odstaw do wzoru a i
punkt (a, f(a)). na styczna. @ f)=2
% AR PeY J r
= Nt N %
(5) ROWNANIE STYCZNE] (6) WYKRES
- y=x* || (7) DEFINICJA NORMALNE]
y=1= 2(,1‘ . 1) . | , Normalna do wykresu funkcji w punkcie x = a
Stad '@' to prosta prostopadta do stycznej
w punkcie (a, f(a)).
[_].’=2.I‘—1] * > ¥y=2x-1
0 X
%, N &% Fy
e~ "N W )
NACHYLENIE NORMALNE] (9) WzOR NA NORMALNA (10) NORMALNA W PRZYKLADZIE
Jeéli f'(a) # 0, to nachylenie normalnej T — m = - ’L = L
wynosi ownanie normalnej ma postac 'y 2
S 1 [ y - f(a) = mﬂ(I - a) ] Réwnanie nnrmalnej:l
i y=i = -gix-9
\ o X 2 J
™ T 5

,
@ PRZYPADKI SZCZEGOLNE |
Jesli f'(a) = 0, to:

e styczna jest pozioma: y = f(a)

e normalna jest pionowa: x = a

L

p
@ PRZYPADKI SZCZEGOLNE I

@ INTERPRETACJA GEOMETRYCZNA

Jesli f'(a) nie istnieje i wystepuje
styczna pionowa, to styczna ma
rownanie X = 4, a normalna jest

pe

Styczna w punkcie (a, f(a)) najlepiej
przybliza wykres w matym otoczeniu
tego punktu - opisuje lokalne zachowanie

pozioma: y = f(a).

N X

funkcji.

2

-3 ™
APROKSYMACJA LINIOWA

Dla x bliskich @ mamy (w przyblizeniu):

{f (x) = f(a) + f'(a)(x - ﬂ}}

L o N

-
@ WYZNACZANIE /4,1 METODA LINIOWE] APROKSYMAC)I

~

Rozwazamy f(x) = v/x w punkcie a = 4.
@ f4)=vd=2
gt L ot d
®f{1}_2ﬁ 22-4
(3) Dlax = 4,1 mamy x —a = 0,1, wiec
! 1
fE1) = f(4) + f(@)(0,1) =2+ 2 - 0,1 = 240,025 =(2,025)

> f#)=5=1

vy

”
TYPOWE BLEDY
® Podstawianie f(x) zamiast f”(a)

Ww2oru na styczna.

* Pomijanie punktu stycznoéci
(a, f(a)).

+ Mylenie nachylenia normalnej

z = f'(a) zamiast =

e
f'la)

~

b
@ MAPA W PIGULCE — SZYBKA

punkt wartosc funkgji

SCIEZKA

pochodna pochodna w punkcie  nachylenie stycznej

o (o) > (1) o+ (1) > (o)
L

normalna

y=fla)=

m,,(.r = ﬂ)

réwnanie stycznej

}?—f(ﬂ}= ]_}[

f(a)(x - a)

|

vy
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( NOTATKI WIZUALHE)
Monotoniczno$¢ i ekstrema

Jak znak pochodnej moéwi, gdzie funkcja rosnie, maleje i osiaga ekstremum

r’ R X N : 2
(1) FUNKCJA ROSNIE (2) FUNKCJA MALEJE (3) PUNKTY KRYTYCZNE | [ (4) UWAGA WAZNA
Jedli na przedziale [ Jesli na przedziale [ Punkt x, z dziedziny funkgji f Punkt krytyczny
(f/(x) > 0 dlakazdego x € ) | | [ f'(x) < 0 diakazdego x € I | | Pa2ywamy punktem et
krytycznym, jesli: ekstremum!
to funkcja1 [ jest rosnaca to funkcja. J jest malejaca - : r ﬁ e byt i ikt
na przedziale [. na przedziale I. f'(25) =0 gk
przegiecia lub punkt
d Y \ lub stacjonarny bez zmiany
f f'(x,) nie istnieje. kierunku funkgji.

e B Za B . 3 : e i
s N N g %
(5) MAKSIMUM LOKALNE | [(6) MINIMUM LOKALNE | ((7) BRAK EKSTREMUM PROCEDURA (KROK PO KROKU)

Zmiana znaku: + — — Zmiana znaku: — — + Brak zmiany znaku: (1) oblicz f'(x).
TR T T e @ Rozwiaz rownanie f'(x) = 0.

@ Znajd:z punkty, gdzie f'(x)

: : nie istnieje.
i : @ Podziel of liczbowg na przedziaty.

I ! @ Zbadaj znak f'(x) na kazdym

Funkcja osiaga maksimum Funkcja osiaga minimum W punkcie x, funkcja nie ma przedziale (wybierz punkt testowy).
lokalne w punkcie x;,. lokalne w punkcie x,,. ekstremum. @ Sformutuj wnioski o monotonicznosci
L 2k % PL | ekstremach. p!
'S N ;
(9) PRZYKLAD: f(x) = x* — 3z TABELA ZNAKOW  f'(x)
fllx)=3x2=3 =3(x2=-1) =3(x-1)(x+1) x (—o0, —1) -1 (-1,1) 1 (1, + o)
¥
Rownanie f'(x) =0: 3(x—-1)(x+1)=0 (=) + 0 = 0 +
Punkty krytyczne: xz= -1, x=1 0% liczbowa: <€ O O >
'S N “ )
(1) WNIOSKI - MONOTONICZNOSC (12) EKSTREMA (13) WARTOSCI W EKSTREMACH
 f jest rosnaca na (—oc, —1) oraz na (1, +0). » W punkcie x = —1 zmiana znaku + — —, fl=-1)=(-1)*-3(-1)=-1+3=2
wiec f ma maksimum lokalne. Maksimum lokalne: -1)=2
 f jest malejaca na (—1, 1). , ] =1
« W punkcie x = 1 zmiana znaku — — +, f(1) = 12— 3(1)=1-3=-2
L 4L wiec f ma minimum lokalne. S Minimum lokalne: f(1) = —2 ]
(- N N S ™
LOKALNE A GLOBALNE EKSTREMA (15) NA PRZEDZIALE ZAMKNIETYM [a, b] SCHEMAT DLA PRZEDZIALU |[a, b]
» Ekstrema lokalne: dotycza najblizszego otoczenia Ekstrema globalne moga wystapi¢ réwniez @ Znajdz punkty krytyczne wewnatrz (a, b).
punktu (lokalnie najwigksze/najmniejsze). w punktach brzegowych a lub b. (2) Oblicz wartoéci funkeji w tych punktach.
e Ekstrema globalne: najwieksza/najmniejsza @ Oblicz f(a) oraz f(b).
wartosc funkcji I“.rE-I L'-EIEj dziedzinie lub @ Pﬂ‘l"ﬁ‘ﬂ'l’lﬂj WSI}I’S'EHE wartoéei | wskaz
na danym przedziale. o 2% maksimum i minimum globalne. '
. R 8 N £ : i
(17) BAD! - ZBYT SZYBKI WNIOSEK BLAD! ~ POMYLKA Z DZIEDZINA | [ (19) SZYBKA TABELA - ZNAK f’ | ZACHOWANIE
® Rozwiazanie f'(x) = 0 i zakoriczenie pracy ® Punkt spoza dziedziny nie jest Zmiana znaku f° | Zachowanie funkcji f
to za mato! punktem krytycznym! ff>0 funkcja roénie
Trzeba zbada¢ znak f'(x) po obu stronach Analizuj tylko punkty nalezace jf <0 I"un.lccja maleje
punktu (lub zastosowaé inny kryterium). do dziedziny funkgji. Jal r = — maksimum lokalne
" S 2kl fli ==+ _ minimum lokalne 3
i ™y
MAPA PROCESU . zera f' tabela znakow monotonicznoscé ekstrema
f I rozwigz f'(x) = 0 utéz znaki [ okresl, gdzie f znajdz i nazwij
— — i znajdz miejsca, —  naprzedziatach % roénie, gdzie maleje — maksima i minima
/'\_/ gdzie ' nie istnieje
@ gl b 3 —/ '\4 f\./\
. ..-"

32 - Analizy Matematycznej 1




Dl‘uga pochodna 1 analiza \ 

( NOTATKI WIZUALNE)

Jak odczytac ksztalt funkcjiz f'i f”

4 gy N 4 T ™)
(1) DEFINICIA 2) conmmmow £ || BR) f'x)>0 ||@) <o [|B) )=
Druga pochodna f"(x) Bt i tdiad Wykres jest lokalnie Wykres jest lokalnie bR {42
to pochodna z pochodnej PE _ F wygiety ku gorze wygiety ku dofowi Punkt kandyduje do bycia
pierwszej: pochodna pierwsza f(x). (wypukty w sensie (wklesty w sensie punktem przegiecia —
Pozwala okreslic krzywizne kursu). kursu). jesli zmienia sie
[fn(x) e (f'(IDI} wykresu funkeji f(x). VA \/ T krzywizna wykresu.
3 4N £ A IJ \, IJ \ J
y N o i, !
WAZNE! (7) TEST Il POCHODNE! - TEST Il POCHODNE - (9) TEST NIE ROZSTRZYGA
MINIMUM LOKALNE MAKSIMUM LOKALNE . .
Samo f"(a) = 0 Jeséli w punkcie a: Jesli w punkcie a: Jesli w punkcie a:
nie gwarantuje punktu f'(a)=0 oraz f"(a) >0 f'(a) =0 oraz f"(a) <0 f'(a) =0 oraz f"(a) =
przegiecial to funkcja maw a to funkcja ma w a U= drugiej pochodnej
minimum lokalne. maksimum lokalne. nie pozwala rozstrzygnac.
. 7 =" % _.J
e ™ ™\
PRZYKLAD  f(x) = &° ) ZWIAZEK ' 1 f" y
fg(-‘:)::;x: o e , Ex /
£7(x) = 6% o Jesli f"(x) >0, to f'(x) roénie. _
W punkcie x = 0 mamy: f"(0) = 0 Funkcja f'(x) ma dodatnie nachylenie. | »
Ale znak f" zmienia sie: , : | Y4
dax<0: f'(x)=6x<0 dax>0: f'(x)=6x>0]| * el f'(x) <0 to fi(x) maleje. \
= krzywizna zmienia si¢ z wklestej na wypukia, Funkcja f'(x) ma ujemne nachylenie. -
| zatem x = 0 jest punktem przegiecia. b L J
r’ 3 \ [ Nl ™ 3
(12) PELNA ANALIZA FUNKCJI - KOLEINOSC KROKOW | | s NAJWAZNIEISZE MIEJSCA ZEROWE | | (15) GRANICE | ASYMPTOTY
i A Kaida analiza zaczyna sie od D(f).| | Gdy to moiliwe, rozwiazuj Korzystaj z wiedzy
Miejsca zerowe (f(x) = 0) . A
] o ¥ rownanie f(x) = 0. z Modutu 02,
Symetria (parzystosc / nieparzystosc)
(4) Granice funkcji (x = + oo, oraz w punktach osobliwych) \ L v
(5) Asymptoty (pionowe, poziome, ukoéne) kY i N 3
(6) Pierwsza pochodna f'(x) PIERWSZA POCHODNA | | (17) DRUGA POCHODNA BUDOWA SZKICU
(7) Monotonicznoé¢ (na podstawie znaku f'(x)) . . _ .. _
(8) Ekstrema (na podstawie f'(x) i testu Il pochodne]) Stuzy do wyznaczenia Pozwala okreslic krzywizne | | Potacz wszystkie informacje
(9) Druga pochodna f"(x) monotonicznosci wykresu i znalez¢ punkty | [ w spojng catosc na osiach -
(10) Wypuktosé / wklestoé¢ oraz punkty przegiecia | ekstremow. przegiecia, nie zgaduj ksztattu!
L (11) Szkic wykresu AL Jit 1 ]
' k. £ )
(X) TYPOWE BLEDY MAPA MODULU - OD FUNKCJI DO WYKRESU
X Rysowanie wykresu przed analiz dziedziny. 3 i Eranice * £ £ tibeh o W
X Mylenie miejsc zerowych f z miejscami zerowymi f". | /\/
X Uznawanie kazdego f"“(a) = 0 za punkt przegiecia. : Nie uczysz sie osobnych technik — skiadasz je w jeden proces analizy funkcji. F
L%
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@ﬂ MODUL

04

Calki

Od funkcji pierwotnej do pola, sumowania i zastosowan

-

zastosowan.

Y

)= f) |

[ ff(x)dx ]

Cel modutu: zrozumie¢ sens catki nieoznaczonej | 0znaczone),
opanowac podstawowe wzory oraz najwazniejsze techniki catkowania,
a nastepnie wykorzystac catki do obliczania pdl i innych prostych

[F(b) — F(a) ]

_*e

0

=
X

funkcja pierwotna e catka nieoznaczona ¢ stata catkowania e tablica catek e
podstawienie e catkowanie przez czesci ¢ ufamki proste e« catka oznaczona -

Newton—Leibniz ¢ wtfasnosci catki ¢ pole pod wykresem e zastosowania

funkcja pochodna / catka wnioski / pole

- D-@-C

,Pochodna pyta: jak szybko cos si¢ zmienia?
Catka pyta: ile tgcznie sie zgromadzito?”

sSuma

\
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( NOTATKI WIZUALNE)
Calka nieoznaczona

Szukamy funkcji, ktérej pochodna daje znany wzoér

3 W J = ~
(1) DEFINICJA (2)  wzOR KLUCZOWY (3) €O 0ZNACZA C?
Sli f ‘ h "’ k)
Jesli funkcja F rr:aa pf::c odng e re—
w danym przedziale i
F'(x) = f(x), to méwimy, ff(_;{) dx = F(x) N Oznacza, ze istnieje nieskonczenie
ze F jest funkcja pierwotna wiele funkcji pierwotnych.
funkcji f w tym przedziale. = 4
. BN e N =
i ™y r" i T ™)
(4) DLACZEGO POTRZEBNE JEST C? (5) INTUICIA CO OZNACZA dx?
Pochodna dowolnej statej jest rowna zero, dlatego .1 Catkowanie ,oddaje” nam dx oznacza, ze catkujemy
do funkcji pierwotnej mozemy doda¢ dowolng stata, ~(,)" cata rodzine funkgji wzgledem zmiennej x.
a pochodna sie nie zmieni. pierwotnych, a nie jedna Wynik catkowania jest
: . . : wyrazony w tej samej
(Il) — 2y (Il +5} = % (.II o ]Uﬂ} = Dy kr::nkretnq funkc_]tg. }" F ] )
zmiennej x.
"L 7 N
7 I, T e W4 i T "é ™
PRZYKLAD PODSTAWOWY SPRAWDZENIE CALKA ZE STALEJ LINEARNOS
@ PRZEZ POCHODNA ® (ADDYTYWNOSC)
fodx=x2+C (x2+C) = 2x fr:dx:c:x-l-(f f[f(r}+g[.r)]d,r
Zgadza sie! (¢ to stata) = ff(x}dx + f g(x) dx
. e # N F,
- X P ;
(11) STALY CZYNNIK PRZED CAEKA (12) PRzYKLAD
. — 2
[ef@dx=c [ f(x) dx [Gx*+2x-4)dx =2 +2* - 4x+C
to stat
L (c to stata) L )
' i .
13) ESENCJA ZWIAZKU UWAGA: NIE DO KONCA ODWROTNOSC
T e il talkaiania Catkowanie nie jest doktadnie ,odwracalne” w prosty sposéb,
poniewaZ zawsze pojawia sie stata catkowania C.
Pochodna usuwa stata, Warunki dodatkowe moga by¢ potrzebne,
L a catka ja ,dodaje z powrotem”. 3L aby wyznaczy¢ konkretng funkcje. )
" b, T i ™
(15) WARUNEK POCZATKOWY (16) PRZYKLAD Z WARUNKIEM
Jesli znamy warto$¢ funkcji w jednym punkcie, F'(x) =2x = F(x)=x"+C
to mozemy wyznaczyé statg catkowania C. Jedli F(0) = 3, to x = Owpisujemy do F(x):
— )2 — — 3 — E
L S FO)=0°+C=3=> C=3 = F(x)=x"+3 )
' Ea -
(17) TYPOWE BLEDY r,. MAPA W 4 KROKACH
4 - i i znajdz F, _ sprawdz przez
® Zapominanie o +C = wynik jest niepetny. flx) dla} ktore) dodaj C pochodna
® Dodawanie +C do kai?egc: sktadnika osobno 5=y
(np. fxdx+fldx=I—+1+C-d¢hrzejes:dndafjedan + C na koficu). e
el >(8) > (c)»
® Mylenie funkcji pierwotnej z pochodng
i (np. zamiast catkowaé — rézniczkujemy). 4
. Bl 7
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Tablica podstawowych calek

|_..J NOTATKI WIZUALHE)

Najwazniejsze funkcje pierwotne do szybkiego sprawdzania

éh‘ﬁéh_ﬁé
: P
5
= i
=i,
ot

[ N R
Lp Catka Wynik Warunki / uwagi || Lp. |  Catka Wynik | Warunki / uwagi
@ deI . cx+C | c-stah (10) .[1+ 5 arctanx + C —

5 i ' | X
——— ! el g B b ssbbsomsoas e ssntmnsssmaisissinbilisass husenicsasosssied
| | xn+1 . | .
@éfxﬁdx § +1+C n#+ —1 ®f dx + C || {
| | R | arcsinx+C | |x| <
:-_ ___________________________ e ‘:I ] = I '
1 | wyjatek
@ _[; dx In |x| + C n=-1 @ Mini przykiady regu{y potegowej (n # —1]:

\ | vy
@Efexdx e +C — f d.x=—+C

---------- R e 2

| 2 =

@ faxdx s ol a>0, a#1 fx g = L

| Ina

. —cosx + C | —
sinx + C -

i g
tanx + C | X¥# 3 tkm,
L kEZ

| —cotx + C éxikn*, kel

(13) Przyktad (wielomiany):

X
3
4
3 w B
f.::dx 4+IC'

f(dlx - 2x)dx =x*-x*+C

. Przykiad [mleszane}

f(e +cosx)dx = e* +sinx + C

% A% £
(" X i
(5  JAK ZACZAC? (17)  TYPOWE BLEDY
Najpierw upros¢ wyrazenie. X Stnsnwani? reguly potegowej dla n =—1
Nastepnie rozpoznaj wzorzec i dopasuj (czyli dla Z .
do odpowiedniego wzoru z tabeli. » Zapominanie o dzieleniu przez nowy wyktadnik
5. ) (n+1).
8 k. * Btedy znaku, szczegolnie w f sinx dx = —cosx + C.
GDY BRAK WZORCA L |
Jesli zaden bezposredni wzorzec nie pasuje, )
zastosuj odpowiednia technike: SZYBKA KONTROLA
* podstawienie L _ i U _
« catkowanie przez czeci @)’ Po kazdej niepewnej cafce zrézniczkuj wynik —
e utamki proste to najszybsza kontrola.
) P N J
- =
y PAMIETAJ
Catkowanie to odwracanie rozniczkowania.
Cwicz rozpoznawanie wzorcéw i regularnie sprawdzaj wynik przez rézniczkowanie.
R >
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Calkowanie przez podstawienie

L..J NOTATKI WIZUALHE)

Odwrdcona logika reguly tancuchowej

'3 3 S B ~\
-

(1) IDEA CENTRALNA (2) Kuczowy PODSTAWIENIE | | (3) INTUICYINA REGULA (4) ROZPOZNANIE
@ Jesli w calce wystepuje ; : S~

funkcja ztozona wraz _@- f ' Czy widz

= X x)dx ¥ wiize

z pochodng jej wnetrza U = g (.’I‘ ) L f(g( )) § ( ) p ,wnetrze”

(lub wielokrotnoscig tej ; =~ »

— hodna?
pochodnej), to podstawienie du = g (x ) dx = f f(u) du ot
moze uproscic catke. S ~

4 T = % E E
s o W 5 s &
(5) PRZYKLAD 1- wyBOR | | (6) PREZYKELAD 1-po PopsTAWIENIU | | (7) PRZYKEAD 1- POWROT PRZYKLAD 2
5 cos(3x) dx
f 2x(x*+1)° dx f2x(x3 + 1)5dI = f uw du Wracam do x: 2 fd (3; ; i
u=23x, du=3dx, dx = —
Wnetrze:  x° +1 2 6 d3
" 2
Pochodna wnetrza:  2x Catkuje w u: (3= 4 1) 1+ C f cos(3x) dx = f cosu - —=
6
Wybieram: u=x*+1 5 o 6 ]
s fu du—?+C = —sin(3x) + C
du = 2x dx 3
\ b % P % & % J
- N o =N N )
(9) PRZYKEAD 3 (10) PRZYKLAD LOGARYTMICZNY| | (11) PRZYKLAD Z 3x1+ . (12) BRAKUJACY STALY
f S5+ g j Ty i 1 WSPOLCZYNNIK
2241 3% +2 dx @ Jedli pochodna wnetrza
du : rézni sie stalg k, to
g 2, cam oy, dem o Ui =il Gumloae u=3x+2, du=3dx, dx= .':;_u kompensujemy przez
& f 2% . f 1 dis 1 " pomnozenie lub podzielenie.
fezﬁld.r:fe”-— xt+1 u f dx=f—*— 5
2 : 3% 42 =y Prayktad: [ 5x(x? +1)°dx
| — ]ﬂ{}f +1)+C Tu 5;-2-{2;;}
=5 et ¢ Nie potrzeba wartosci bezwzglednej, == l In | 3x + 2| +C ‘ 5 2
bo x2 + 1 > 0 dla kaidego x. 3 Wynikk — (x2+1)°+C
K & X 2% o A 12 J
- N % 2
(13) GDY PO PODSTAWIENIU CALKI OKRESLONE (15)  SCHEMAT POSTEPOWANIA
ZOSTAJE x ; -
W catkach okreslonych @ Yoplenm. &=l
Jesli po podstawieniu w catce po podstawieniu @ Obliczam du = g'(x) dx
nadal wystepuje x (poza nalezy réwniez @ Zamieniam cala catke  x — u
u), to wybor u byt zapewne zamieni¢ granice b ; :
niepetny lub nie trafiony. na nowe (w u). @ Catledje wizimerncyz
@ Wracam do zmiennej x
h st N PN J
7 e % ™)
NAJCZESTSZE BLEDY (17) MOST MIEDZY REGULAMI SZYBKA MAPA W GLOWIE
r® Podstawiam tylko czes¢ wyrazenia, 1 it pochodna podstawienie
nie catosc. regula s wnetrza upraszcza catke
® Zapominam o wspotczynniku: taricuchowa s eall f( g( I)) + g'( .I) —p d
nie mnoze / nie dziele przez stala, — pochodne f (u) u
® Mieszam u 1 x w te] samej, juz
. FRASEieOnRicHes ) ZtOZENIE + POCHODNA WNETRZA
Sprawdi: czy wszedzie jest u? Dwie odwrotne strony tej samej idei. —> PODSTAWIENIE
\. %, 7 R 2
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( NOTATKI w:zunmz)
Calkowanie przez czesci

Metoda dla iloczynow, ktorych nie da si¢ wygodnie catkowac bezposrednio

= % T w { k.
(1)  KLUCZOWA FORMULA (2) POCHODZENIE Z REGULY ILOCZYNU (3)  KIEDY STOSOWAC?
Z reguly iloczynu: Stosujemy, gdy catka z iloczynu
r F FF
g ) (wv)" = u'v + wv nie daje sie wygodnie policzy¢
d d Catkujac obie strony: bezposrednio, np. dla:
uav =uv-Juvau uv=fu'vd:c+fuv"dx o xe*
L J Po przeksztatceniu otrzymujemy: * xsinx
fudvzuu—fvdu *xlnx
- " ’ * Inx
s )\ (gdziedv = v"dx, du = u'dx) AN .
- =W o
(4) JAK WYBRAC u? (5) WSKAZOWKA HEURYSTYCZNA (NIE JEST TO SZTYWNA REGULA) JAK WYBRAC dv?
Wybieramy 2 j:"’k{' F”“k‘?jg' Gdy mamy do wyboru kilka mozliwosci, przy wyborze u '!Nybierarny dv tak, aby
ktﬁ.ra po zrozniczkowaniu Kieruj sie nastepujaca kolejnodcia preferencji: jego c::uika l::-yia tatwa
staje sie prostsza. do obliczenia.
Chcemy, aby po kilku krokach [Iugarytmiczna — algebraiczna — trygonometryczna — wykladnicza} Czyli v powinno byé
otrzymac catke fatwa lub stala. :
czyli: log — alg — tryg — kt. funkcja elementarnga.
4 k34 ¥ g g YE = WY Sk 4
"8 o o i 0 =3
PRZYKLAD 1 - WYBOR | | (7) PRZEPISANIE WZORU (15) PROCEDURA KROK PO KROKU
: x
l‘.ZIIII:rItr?:rrlyr fxe dx. f.re"‘ T e 4eF _fex i @ Wybierz u.
Wybieramy: . 4 @ Oblicz du = u'dx
r ™ ]
[ ol ] [dﬂ = o dr] WYNIK PODSTAWOWY @) Wybierz do.
Wtedy: L II e*dx = xe* -e* +C )| (@) Oblicz v (catkujac dv).
du=dx v=e" ”r@ WYNIK W POSTACI ZFAKTORYZOWANEJ Y| ® Podstaw do wzoru: [udv = uv - [vdu.
fx e*dx = e*(x—1) + C @ Upros¢ wynik.
. AN PN J
4 4 o '
PRZYKLAD 2 - WYBOR | (1) ZASTOSOWANIE WZORU (12 WYNIK
Obliczmy f xrcosxdx. : ;
Wybieramy: fIﬂGSIdI - :a:sm:r:—-fsmxd:c f;rr:ns.rd:c = xsinx + cosx + C
Lu == ] [du = cl:}s;rn'x]
Wted‘r
y du = dx v = Ein X ik Fa !
i % e Y
(13) CALKA Z In x - TRIK (14) OBLICZENIE (15) WYNIK
Nie da si¢ od razu zastosowac wzoru, Wybieramy: fln rdx = xIlnx — fI 8 dx
ale zapisujemy: [u = In _-1:] [dru = d.r] ! : dx
fhxda::fl-lnxdx Wtedy: _IHI_f w
: du = — dx U= =xlhx-x+C
_ Potem stosujemy metode. ik e Ji + 4
- e ™
CZASEM TRZEBA WIECEJ RAZY (17) CALKI CYKLICZNE
W wielu zadaniach trzeba zastosowad w niEkt":.’w:h przypadkach po dw"fh".:m:"m ERROAGARINL mem":':"r.
S : otrzymujemy z powrotem catke wyjsciowa (z innym wspélczynnikiem).
metode wiecej niz raz, az p : e
- rzyklad: f e* sinx dx
pozostanie catka elementarna. I i 1. zastosowanie I 2. zastosowanie &t do 1
— * e reni t
Nie rezygnuj po pierwszym kroku! f b b et ¥ e
. bl Wtedy rozwigzujemy réwnanie na [. v
- % o ~
NAJCZESTSZE BLEDY KONTROLA WYNIKU MAPA NA SZYBKO
Zapomnienie o znaku minus
wzoru: [udv = uv - [vdu. @ Jegli to moliwe - rozniczkuj wynik iloczyn —» wybierz u, dv —» policz du, v —=» uv - f s
Catkowanie u zamiast koficowy i sprawdz, czy otrzymujesz
réniczkowania u. podcalkows funkcje. j -
® Wybér dv, ktérego catka jest To dobra praktyka, ktdra zapobiega © E [uv - j udu]
trudna lub niemozliwa do policzenia bledom rachunkowym.
wygodnie. 'Y ras J

M
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LI!I NOTATKI mzumua

Ulamki proste

Jak rozbi¢ trudng funkcje wymierng na tatwiejsze sktadniki do catkowania

£ N [ N 7 N ™
(1) co To JEST? (2) WARUNEK WSTEPNY | |(3) GDY deg P > degQ (4) FAKTORYZACJA Q(x)
Funkcja wymierna to iloraz Aby bezposrednio roztozyc Majpierw wykonaj dzielenie Zawsze, gdy to mozliwe,
dwdch wielomiandw: na utamki proste, zwykle wielomianow: zafaktoryzuj mianownik
: iki:
D wymagamy: Plx Rix na czynni
[R(I): E)] Py, KO k.
Q(x) [ deg P < deg Q ] [Q(x) = H(cz}fnnikfj J
gdzie P(x),Q(x) - wielomiany, czyli stopien licznika j gdzie deg R < deg Q. |
preillIceninG Ject - . To okresla postac rozktadu
Q(x) #0. mniejszy od stopnia mianownika. Dopiero utamek wiasciwy PR :
roztéz na utamki proste. na utamki proste.
\ S ¥ o . . v,
- k. Y . S - ™)
(5) ROZNE CZYNNIKI LINIOWE (6) PRZYKAD GLOWNY (7) USUK MIANOWNIKI
& L : - : 1
Jesli Q(x) = (x —a)(x-b), Roztéz na utamki proste: ; : Msciiy blisiioryinass
a# b, to (x-1)(x+2) (x - 1)(x+2):
Plx) A & B Podstawiamy postaé:
O(x) =x-a =x-b 1 A B [12A(I+2)+B(x—l}]
= +
gdzie A, B - state do wyznaczenia. (x=1)(x+2) x—1 x+2
\ N I A ¥
i . T i Y o s
WYZNACZ A (9) wyznAcz B (1) WYNIK ROZKLADU
Podstawiamy x = 1. Podstawiamy x = —2: Po podstawieniu A i B dostajemy:
1=A(1+2)+ B(1-1) 1=A(-2+2)+ B(-2-1)
&34 1= =38 1 S R, RS
1 1 (x-1)(x+2) 3(x-1) 3(x+2)
A = — = ——
[ 3 3
b AN 4 N ’,
s N W o
(1) CALKOWANIE (12) CZYNNIK LINIOWY POWTORZONY | [(13) NIEREDUKOWALNY CZYNNIK KWADRATOWY
Catkujemy sktadniki osobno: ; : L _ ok Dla czynnika kwadratowego bez pierwiastkow
Jesli w mianowniku jest (x —a)", rzeczywistych, np. x% + 1, stosujemy postaé:
1 d to uwzgledniamy wszystkie potegi:
(x-1)(x+2) 5 Ax+B
A B M x24+1
1 1 S TR % 8 : :
=3 In|x-1| - 3 In|x+2|+C x-a (x-a) (x-a) Jedli jest podniesiony do potegi k - uwzgledniamy
L JL Bk kolejne potegi w mianowniku.
r b R & 3
CEL ROZKLADU (15) PROCEDURA - KROK PO KROKU NAJCZESTSZE BEEDY
Przeksztalci¢ catke z trudnej (1) Sprawd? stopnie licznika i mianownika. ® Zapominanie o skfadniku dla wyzszej potegi
funkcji wymiernej w sume () Zafaktoryzuj mianownik. czynnika (np. brak ﬁfl-
catek ze skladnikow @ Zapisz ogdlna postac rozktadu na utamki proste. ® Préba rozktadu przed wykonaniem dzielenia
o prostych mianownikach, 4 5. : : %
ktére znamy i potrafimy catkowad @ Wyznacz wspétezynniki (np. przez podstawianie, wislsianbwy iy ded B'=1deg @,
/ poréwnywanie wspélczynnikéw lub uklad réwnan). ® Bledy znakéw przy wyznaczaniu
loll @ Catkuj sktadniki osobno i zsumuj wyniki. wspatczynnikéw A, B, ....
o ol R . =
' S T
(17) SPRAWDZENIE ALGEBRAICZNE MAPA NA SKROTY
216z utamki Prﬂﬁtﬂ do WEP&IHE‘EQ mianownika W}I‘ﬂ'lil!i'l'lﬂ stuprn?e fakturyzaqa rozklad WSFﬁl'CIy'I'II'Iik'l catkowanie
i upewnij sie, ze odzyskujesz pierwotng funkcje: mianownika
P(x) deg P 5 A
A B P(x) = 0 =>{x=a) ... =P Fows = AR =
s PR~ . 0(x) s x-a
x-a x-b Q(x)
. S s
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( NOTATKI WIZUALNE)

CALKA OZNACZONA

Od sumowania matych fragmentow do doktadnej wartosci miedzy a i b
5 W 5 g <

(1) zaPis CAtKI 0ZNACZONES | | (2) CO 0ZNACZA CALKA OZNACZONA? | [ (3) CALKA NIEOZNACZONA A OZNACZONA
{ ™ =
b Opisuje taczny efekt dziatania funkcji |
f na przedziale od a do b. ff(x) dx=F(x)+C f f(x)dx = liczba
a
LY I & ai s ¥ i .
a — dolna granica catkowania _@_ W geometrii jest zwigzana z polem — rodzina funkcji — pojedyncza wartoéc
b — gorna granica catkowania “r'e”tfwa"-"‘fﬂ migdzy wykresem ! liczbowa!
f(x) — funkcja podcatkowa funkcji a osig OX. :
A N o "N 5,
i, ] N ™
(4) FUNKCJA PIERWOTNA @ TWIERDZENIE PODSTAWOWE RACHUNKU CAtKOWEGO (6)  PROCEDURA
> (1) znajdz F(x)
IS ) =g () oblicz F(b)
to F jest funkcja pierwotng f d-x (b) — F(ﬂ) @ oblicz F(a)
funkcji f. @ odejmij
gorna granica minus dolna granica ) wphokd ik
o B # N ey »,
r o, SRR W ™ |r"' ki WY ™y
(7) PRZYKEAD 1 PODSTAWIENIE GRANIC | [(9)  WYNIK (10) PRzYKtAD 2 | |(11) DLACZEGO NIE MA +C?

= Funkcja pierwotna:

fu e x2 2 22 ﬂz i 2 1 ./1 il |F(b)+C] - [F(a)+C]
0

Funkcja pierwotna: — b
Ja p A 2 2 2 F(I] - IE — F(b}i F(H)
X
F(x) = — e . 213
2 X ]l ===y Stafa C sie redukuije.
\ K > > i H N
e . . Y ™
@ INTERPRETACJA GEOMETRYCZNA @ FUNKCJA POD OSIA OX ZNAK WKLADU DO CAELKI
74 y=f(x) Gdy f(x) =0 74 Fragment pod e A

/\_/ na [a,b], a b osig OX daje nad osig —» dodatnio

' catka odpowiada 0O i wkiad ujemny
1

: -
I X . - .
; +——» polu pod wykresem. \/—j\ do catki. pod osiy — ujemnie
O] @ b x “h J

y=f(x)
\. J X L =
o = N o e E
(15) WAZNE ROZROZNIENIE SZYBKA KONTROLA (17) TYPOWE BEEDY
Calia sananasss v'| Czy znalaztem poprawng funkcje pierwotna? @ F(a) — F(b)
nie zawsze jest rowna v'| Czy zastosowatem F(b) — F(a)? ® Dodawanie + C do wyniku koricowego
BOOMAtREINEMU PO U v'| Czy wynik ma wlasciwy znak? @ lgnorowanie granic catkowania
N = Y N J
@ ““
SZYBKA MAPA ; .
F(x) | F(x) ]2 F(b) - F(a) interpretacja
f(x) ; b
/\/\ = I: ] @
g 4 N
L v
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(m NOTATKI WIZUALNE) e

WEASNOSCI CAEKI 0ZNACZONEJ

Reguly, ktore upraszczajg obliczenia i pomagajg sprawdzac¢ wynik

- w (- = W 3 3
(1) TE SAME GRANICE (2)  ZAMIANA GRANIC (3) DODAWANIE PRZEDZIALOW
fﬂ - N\ Jedli a< c <b, to
b ¢ b
flx)dx=0 4 g f :rd=f rd.::+f dx
a [ stris—[ e || Erov= [
Przedziat ma diugosc zero. " 4 —e & 8 S
\ v g X . d b J
|"" 2 DR 2 .
(4)  SUMA FUNKCJI (5)  ROZNICA FUNKCJI (6) STAtA PRZED CALKA
b b
[ 1f () + g(x)) dx = [*1f(x) - g(x)]dx = : ;
% . c-f(x)dx=c| f(x)dx
a a
f f(x)dx +f = f flx)dx— | g(x)dx
\ “ . T S
A 1 y A 3
@ FUNKCJA NIEUJEMNA . POROWNYWANIE FUNKCJI | [(9) ~ OSZACOWANIE
i L
Jesli =0 ,bl, < b, sli m < < b,
f(x) na [a, b], to Jesli f(x) < g(x) na [a,b], to Jedli m < f(x) € M na[a,b], to /—\_/:l
b b b b B> setnsocs =
f flx)dx =0 | fxydr s [ glx)ds m{b—a}ﬂf Hehie i) ) R
i a a a 0 a b X
g N E /
( \ 7 N i ;i
(10) FUNI{CJA PARZYSTA (1) PrzvkeAD (12) FUNKCJA NIEPARZYSTA ¥ 4
JES'I - :]' f[.-'l.'] to FUNKCJI PARZYSTEJ Jesli f -I — _f 1
|
2 2 |
dI a 2 f a = I B
f p fie f :rzdx=2f xtdx f f(x)dx =0 % B
/\/\_} o : E
., EE 0 ¢ g o s\ =
r W o i 3 i b
@ PRZYKLAD FUNKCJI NIEPARZYSTEJ WAZNA UWAGA @ WARTOSC SREDNIA FUNKCJI
. 4 Bole. ot "~ Calka réwna 0 nie oznacza, ;
31: dx =0 Fussaie ze funkcja jest wszedzie rowna 0. S IEXy f
-3 3 x 2n0s23 si. Moze wystepowac znoszenie pol e b—a f
dodatnich i ujemnych.
\ . 7\ J
( il * % i \
INTERPRETACJA WARTOSCI SREDNIEJ | | (17) PRZYKEAD WARTOSCI $REDNIEJ SZYBKA MAPA
Y4 - ~ i liniowosc znak oréwnanie
Flx)  Totaka stala wysokost ”'“Zf @)= & ha (0] et ;
falA="="X\-~— ktdrana przedziale [a, b] f tdr =2 —)@—}—} @
' . daje ten sam lgczny efekt :
I I
. 2 tri rtos¢ $redni
,_i L o f. “ g = 2. i 1R symetria wartosé érednia
nd o Bl 0,
\, & K 2 K J
- NAJCZESTSZE BLEDY

® zamiana granic bez zmiany znaku ‘ ® uzywanie symetrii bez sprawdzenia funkcji | ® utozsamianie catki rownej 0

(zapominasz o minusie). (czy jest parzysta/nieparzysta?). z funkcjg réwna 0.
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(IEQI NOTATKI W|ZUALNE>

ZASTOSOWANIA CALEK

Pole pod wykresem, pole geometryczne i domknigcie Analizy Matematyczne;j 1
(A) POLE POD WYKRESEM

o G W Y
() Gdy f(x)=0  ya i (2) Przyktad: f(x) = x na[0,2]
’ Y 1, % 2
P=Lf{l“}dl‘ , i P=fxdx=2 . \
| ! 0 catka
Jezeli funkcja jest | I -
nieujemna na catym t S Pole tréjkata: ~
przedziale, catka | a b X 1 kgecmetrla y
oznaczona daje pole = 5 sdrZ=2
L pod wykresem. J )
GDY FUNKCJA ZMIENIA ZNAK
4 B Y b T k. T )
@ Pole orientowane @ Przyktad: f(x) = x na [-1,1] @ Jak liczyc pole @ Schemat
a pole geometryczne 1 geometryczne? Ay "
xdx =10 T
b f_l F=# @ znajdZ miejsca zerowe 0 mi:jsca —
[ ; f(x)dx moze byc :{ / (2) podziel przedziat jfe c i
ujemna lub réwna zero, , ! > @ policz kazda czesc osobno o] é |
i X e odzia
Seipolk gomarty e 1% : (4) dodaj wartosci dodatnie F l
jest zawsze = 0.
. catka
Pole geometryczne catkowite = 1 [ h |
. P=["1f(x)]dx o
( > + T 1 ) ” pole

X SN B L o W ®,

(C) INNE ZASTOSOWANIA CALKI

W W C AW N ™
(® Droga z predkosci Akumulacja @ Wartosc $rednia Suma bardzo
> " y matych czesci
Jesli v(¢) to predkosc Catka moze mierzyc /‘\ff )
t( w czasie [, to ilos¢ zgromadzone; Faall o _l___ TR o e e
: przemieszczenie wielkosci w czasie | -|- .|- | ~=
(miedzy £, a t5) lub przestrzeni & EI:! > x I
opisuje catka: . fad , o ;
e {_np 3 ur,mk' e Srednia warto$¢ funkcji na [a, b]: Catka QpiLTe efekt powstajacy
- f2 () d liczba osdb). | b z sumowania bardzo wielu
§ = A v(t) dt fi &= T f Flx)dx bardzo matych fragmentdw.

\. 3 s o e PN J
5 SZYBKA POWTORKA ANALIZY MATEMATYCZNEJ 1 .
o i il ™) i ™ g ™ r'"" ™

(11) FUNDAMENTY (12) GRANICE (13) cIAGLos¢ POCHODNE (1)  CAtk
* D(¥) ; : ;
* algebra — ll_lf;: f(x) — .ll—lr]}: f(x) = f(a) — Fix) — ff{x} dx
o wykresy
* logarytmy b Czy zachowanie funkgji ‘ »
e trygonometria Do czego zbliza sie zgadza sie z jej Jak szybko funkcja Jaki jest taczny
Czy wzér ma sens? funkcja? wartogcia? sie zmienia? efekt tej zmiany?
s > 3 v % >, L g \. &

ROZPOZNAJ PROBLEM —> WYBIERZ WEASCIWY SCHEMAT —> WYKONAJ OBLICZENIA — SPRAWDZ WYNIK

@ 1 Czy sprawdzitem @ Czy rozpoznatem @ Czy wybratem @ Czy znak i wynik @ Czy moge sprawdzic
dziedzine? wlasciwy typ zadania? poprawng metode? | maja sens? wynik inna metoda
' : ‘ lub przez pochodng?
Nie musisz pamietaé wszystkiego naraz.
Najwazniejsze jest rozpoznawanie struktury problemu i dobieranie wlasciwego narzedzia.

Definicja — wzdér — warunki — przyktad — kontrola
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