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Wektory ¢ Macierze « Wyznaczniki « Uktady réwnan liniowych

Uporzadkowane notatki do nauki i szybkiej powtdrki
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L.“lJ Materiat edukacyjny do nauki, powtorki :
| utrwalania podstawowych zagadnien s
z algebry liniowe.
@ Niniejszy materiat ma charakter pomocniczy _f ,-f’g

| nie zastepuje wykfadow, cwiczen,
konsultacji ani petnych podrecznikow
akademickich.

() — Do uzytku wiasnego.

(=) Zabrania sie nieautoryzowanego kopiowania,
odsprzedazy oraz rozpowszechniania catosci
lub fragmentow bez zgody wiasciciela praw.

@ Wszelkie nazwy dziatow i przyktady
stuza wytacznie celom edukacyjnym.

{\J — Wydanie cyfrowe.
J’ Przeznaczone do samodzielnej nauki
| druku na potrzeby wtasne.
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/—[ Wazne ]

@ Korzystaj z materiatu
odpowiedzialnie — wspiera on
Twoja nauke, ale nie zastepuje
samodzielnego myslenia.

@ Podczas nauki zawsze
weryfikuj rozwigzania
| zrozum metode.
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lloczyn skalarny i kat miedzy wektorami
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Jak korzystac z notatek

v ¢ (1) Zacznij od intuicji Najlepiej pracewe
_Q_ B gl z kartkg i d{ugﬂptﬂﬂm
najpierw przeczytaj definicje Sy -
| spojrz na schemat.
J A Iy
.................................................. 3
E@ @ Przejdz do wzoru
Zauwaz, Co 0znaczaja symbole
| kiedy uzywa sie wzoru. : : > X
-------------------------------------------------- h 1 2 _1 1
1 I (3) Sprawdz przyktad A=10 3 4%
przesledz rozwigzanie 2 =1 > |
krok po kroku.
det(A) = 39

@ Zwroc uwage na uwagi
& /—[ Legenda koloréow Jﬁ

mate adnotacje pokazujg typowe
btedy i skroty myslowe.

@ nicbieski = definicje i akcenty

@ :ziclony = poprawny wynik
‘/ Powtarzaj aktywnie T Ta——
po przeczytaniu sprobu;

ST e @ czerwony = biad lub ostrzezenie
odtworzyc¢ pojecie samodzielnie.

N n
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— MODUL 01 —

Wektory
| fundamenty

Podstawowe pojecia, dziatania I intuicja geometryczna

= ==

-

i ,f—{w TYM MUDULE)“ ~
oa 1eg
zaczynomy
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. @ Wspotrzedne

=1
O
O
o
o
=
b
3.
®
o
Q
2.
3
o
=
Q
=,
®

e e e e o e B e e e B e e i ey L L

=< Y

(E’) Kombinacja liniowa
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: Czym jest wektor? :

/v Wektor to obiekt matematyczny
opisujacy wielkosc, kierunek i zwrot.

WEKTOR SKALAR
* ma diugosc (modut) e ma tylko wartos¢ liczbowa
/ * ma kierunek _ 3 * nie ma kierunku ani zwrotu
* ma zwrot * jest reprezentowany pojedynczg liczba

jest przedstawiany strzatka * np. masa, temperatura, czas

* nalezy do przestrzeni wektorowe;

Zapisy wektorow:

Notacja symboliczna Wspotrzedne Wektor jako strzatka
I =
1 A

( o
'k Intuicja j Wektory opisujg rozne zjawiska w swiecie rzeczywistym.
O Moga reprezentowac:

e

Q
% > przemieszczenie : predkosc / site
-7 s np. przejscie z punktu A i i/ ") np. 60 km/h na péinoc 7 p. pchniecie wozka
: do punktu B (kierunek i szybkosc) z okreglong sila i kierunkiem
@ Potozenie nie jest najwazniejsze — liczy sie dtugosc i kierunek.
—— Y A Te dwa wektarg
Przyktad j sq réwne
i . 4 ‘ >
Wektory moga by¢ narysowane w réznych migjscach,
ale jesli maja te sama dtugosc, kierunek i zwrot,
reprezentuja ten sam wektor. (=2, 1)
{1 ] - ] }
>
0 X
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— Wektory w R”.
y W ptaszczyznie kazdy wektor mozna zapisac
jako pare wspotrzednych:

5 u
u = (ug, up) lub u:[l}

U

@ — Wektory w R°.

W przestrzeni tréjwymiarowe;:

E = (ul: Uz, u3)

Y A

L Przyktad w R 2 5

Wektor od poczatku 1 4
uktadu do punktu

Wspotrzedne |
~ reprezentacja wektora

(2,-1). .l : :
-1 0 2 3
_1 2 .
(&, =1)
=74
@ — Réwnowazne zapisy wektora 1 z przyktadu:
| 2 S s
(2,—1) e 25’1 = €3

" S T

para. ws Fcﬂrz 'f'd‘”ﬁ ch wektor kolumnow y

komb m.ma"a, wektorow

bazj stanﬁ,ardowﬂ'
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/—[ Baza standardnwa}ﬂ

El = (1: U)
EZ - (UJ‘ 1)

a2 N
@ Wazne
Wspotrzedne mowig,
ile przesuwamy sie
wzdtuz kazdej osi.

\ J




Dodawanie |
odejmowanie wektorow

@ — Zasada. — Interpretacja geometryczna.
Dodawanie | odejmowanie wektorow Regufa trojkata (rownowaznie
wykonujemy wspotrzedna po wspotrzedne. reguta rownolegtoboku).
YA

— Wzory.
, U = V]

y — Przyktad.
N R
Niech u—(z], F_(l)' <
3 grmgi.cmi,e dodawanie oznacza
E ( ) dotozenie Jw[nega wektora do

konca drug e go.

— Uwaga. Gt et e :

Odejmowanie mozna traktowac jako

: ] a =¥ |
| ; u—-v =1+ (-%). . Gdzie —FZ[ ]:
dodawanie wektora przeciwnego: |
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- Mnozenie wektora
_ przezskalar

U
Dla skalara k € R i wektora u = ( 1 ]

lloczyn skalarny definiujemy wzorem:

- ku1
ku = (kuz)

_‘g_ — Intuicyjnie.

o Jedli |k| > 1 - wektor staje sie dtuzszy.

> X

e Jesli O < |k| < 1 - wektor staje sie krétszy. %
& ot 2u =(2,-4)
o Jedli k < 0 - wektor zmienia zwrot

(obraca sie 0 180°).

/—( Interpretacja geometryczna ]—\

— Przyktady.
e k| > 1 ktor wydtuza sie |k .
: 2( 1 ) =( 9 ) k| wektor wydtuza sie |k | razy.
= = if s e e e e B
( 1 ) ( =1 ) e )< |k| <1 wektorskraca sie | k| razy.
e -] =
=9 ) G
= 0 e k< () wektor zmienia zwrot
® [] s I = 0 — ( )
0 (obrét o 180°).
g v
r N
Wazne Skalar zmienia dtugosé, a czasem takze zwrot,
ale nie zmienia samej natury obiektu — nadal mamy wektor.
\. vy
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jednostkowy

Dtugosé i wektor

— Dtugosc (norma) wektora.

/—( Przyktad

\I

y

Dtugos¢ wektora u = (uy, u,) obliczamy Dla i = (3, 4):

T A 2
ze wzoru ||ii]] = vu? + u2. S EEE L e
W przestrzeni 3D: ||u|| = \/u? + u2 + u3. \ .
@ —  Wektor jednostkowy. ¥ E Przyktad j "
Wektor jednostkowy ma dtugosc 1 Dla i = (3,4) i [[@] =5
i ten sam kierunek co dany wektor.
W . 13.4) 3 4
yznaczamy go ze wzoru S A o B s
5 3 5
7 u \. J
U = =
| 2]
ten sam kierunek
4 — Kierunek bez zmian.
I f' U u A/
> Wektor jednostkowy wskazuje R T
ten sam kierunek co oryginalny 0 || 1

wektor, ale ma dtugosc rowng 1.

— Uwaga.

/N

Nie mozna znormalizowac
wektora zerowego.
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k | kal !

| kgt miedzy wektorami
Z — 1. Definicja.

Dla wektoréw i = (”1) i = (”1)

Uy Uy
iloczyn skalarny definiujemy wzorem:
U-uv = Mlvl =4 uzvz

Q — 2. Znaczenie geometryczne.

lloczyn skalarny wyraza sie przez dtugosci wektorow

oraz kat a miedzy nimi:

{ u-v = ||lul|l ||v|| cosa

gdzie a € [0, 7] jest katem miedzy wektorami &t i v.
y — 3. Przyktad.

Niech u = (1) oraz vz(z).

2 1
* lloczyn skalarny: ~* Kat migdzy wektorami:
u-v=1-2+2-1=4 i u-v = |lull vl cosa
o Dtugosci wektorow: 4=+5-V5cosa = 5cosa
4
Nul| = le + 22 = 45 | cosa = T

ol = V22 + 1% = V5 ; o

arccos (,;l) ~ 36,87°

Prostopadtosc
Jesli u - v = 0, to wektory it | v sg prostopadte.

Odwrotnie — jesli wektory sg prostopadte, to u - v = 0.
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Kombinacja liniowa
_1zaleznosc liniowa
’/fi\ Kombinacja liniowa.

Niech v, v,, ..., v, bedg wektorami, a a,, a,, ..., a, — skalarami.

Wektor postaci

{ A, v, + ayvy, + ...+ a, v, J

nazywamy kombinacja liniowg wektorow v;, v,, ..., v,.

Vil
| Przyktad.
"*»Ef y
1 0
Niech u = T —
5 e (3) 0= (9)
oraz w = ( - )
L8
Wtedy
2 1 0
= =2 +3 =2u+3
w=(3)=2(o)*3(1) =2+
'Irr/r__\-h\. L L] & FF
L\_3 ) Liniowa zaleznosc.
E Wektory vy, v,, ..., v, nazywamy liniowo zaleznymi,
@9 jesli mozna zapisac ktorys z nich jako kombinacje
liniowa pozostatych wektorow.
i 4““\ : R
Rl Niezalezne Niezalezne Zalezne

a zalezne. # _
Wektory s liniowo niezalezne,

jesli zaden z nich nie jest kombinacjg
liniowa pozostatych.

1 0
Przyktad: ([}) oraz ( l )

sg liniowo niezalezne.

Wektory s3 liniowo zalezne,
jesli ktorys z nich jest kombinacjg
liniowa pozostatych.

-~

R
\%5/,,

@ Whiosek Niezaleznos¢ oznacza, ze zaden wektor nie jest zbedny.

52 |
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— MODUL 02 —

Macierze

Typy macierzy, dziatania | najwazniejsze operacje

3 C W TYM MODULE )r
/ P =1 B 3 \ @ Czym jest macierz
"ot R g DTl o % E gl i s RN
@ Rodzaje macierzy
B 2 =3 Ll sl e R
A= R
1 0 B =D @ Dodawanie i odejmowanie
: @ Mnozenie przez skalar
\ -1 3 2 4 / __________________________________________
@ Mnozenie macierzy
tu zaczy namy @ Transpozycja
@ Macierz odwrotna
Rzad macierzy | redukcja
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- Czym jest macierz?

s g,
Z — Definicja. Notacja macierzy
Macierz to prostokatny uktad liczb A = [ a__]
utozonych w wiersze i kolumny. Ydmxn
gdzie a;j to element macierzy
{;‘;} —  Wymiary macierzy. znajdujacy sie w 1-tym wierszu
_ _ i J-tej kolumnie.
e m — liczba wierszy,

e n — liczba kolumn.

Macierz o wymiarach m x n ma m - n elementow.

3 kolumn
/ —  Przykiad. i
- W
Macierz o wymiarach 2 x 3:
‘4
2 wiersze { < ,
A — ani : djzy : A4j3 element w 1. wierszu,
w0 E : 2. kolumnie

: T
Do czego stuza macierze: @ Wazne
QIQ opis uktadow rownan Macierz to uporzgdkowany

zapis liczb — wazna jest
@ Feprezentacia danych zarowno wartosc, jak

O O O

A o | potozenie elementu.
b i przeksztatcenia liniowe
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: Rodzaje macierzy

Macierz to prostokatny uktad liczb ze zbioru R (lub innego zbioru).

—

—

Ponizej] najwazniejsze rodzaje macierzy.

@ Macierz kwadratowa @jl Macierz prostokatna

2 1 =3 9
=1 & 2 3

Ma tyle samo wierszy, co kolumn (n x n). Liczba wierszy rézna od liczby kolumn (m x n).

@ Macierz zerowa @

Macierz jednostkowa

N (4 0 @]
o:[ 1 L=]0 1 0
H B 0 ' & 0

Macierz kwadratowa z jedynkami na diagonali gidwnej,
a poza nig same zera.

Wszystkie jej elementy sg rowne 0.

@ Macierz diagonalna @ Macierz tréjkatna gérna

~9

4 0 O (2 =i 3§ 4
D=0 <2 @ ir=10 § =2 1
o 0 3] 6 0 7 =3

Wszystkie elementy poza przekatng sg réwne 0. Wszystkie elementy ponizej przekatnej gtdwnej sg réwne 0.

'® Macierz symetryczna @ Macierz kolumnowa / wierszowa

2 =1 4] 3
S=|=1 0O 3 v=| -1 w2 =5 1 @)
L4 3 3 | 4

Macierz kwadratowa spefniajaca S” = S. Macierz z jedng kolumna (1 x 1) lub jednym wierszem (1 x n).

@ Nazwy macierzy zwykle opisujg ich ksztatt albo rozmieszczenie elementow.
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Dodawanie, odejmowanie
~ imnozenie przez skalar
Zasada. Dodawanie i odejmowanie macierzy sa mozliwe tylko wtedy,
gdy macierze maja ten sam rozmiar (te sama liczbe wierszy i kolumn).
— ,\

Dodawanie

(tego samego rozmiaru)

A+B=|a;]+|b;| =[a;+b;]

Odejmowanie

i

A-B= (o)~ [b,)=[a,b,]

(tego samego rozmiaru)

Mnozenie przez skalar
kA =k|ay]= k]
(k € R)

: 1 2 3 -1
i Przyktad 1.  Niech A—L} 1‘, B_[2 4]
¢ Dodawanie e (Odejmowanie
B td 2 3 <=1 a2 3 -1
AJ’B'_UI}J’L 4 | A_B_[OII_IE 4]
143 2+(-1)] _[4 1 _J1=3 2=-¢-1] _[-2 3
02 Y44 )12 8 =l#=2 =% [k -5
_ . , ] 2 _
y Przyktad 2. Mnozenie macierzy przez skalar. Dla macierzy A = !D 1] orazk =2:
1 2 2:1 Z:2 2 4
2*’4‘2{01]‘[2-0 2-1]‘{0 2]
@ Uwaga! Ten sam rozmiar jest obowigzkowy przy dodawaniu i odejmowaniu.
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M L & ®
— 1. Warunek wymiarow. [ i
@ i A B  AB
Jesli macierz A ma wymiar m x n, a macierz B ma wymiar n x p, mxn ~ nxp  mxp
to iloczyn AB jest okreslony i ma wymiar m x p. : v 4
wspolny wymiar n
2 A
Z — 2. Element c¢jj.
Element macierzy iloczynu C = AB w wierszu i i kolumnie j wyliczamy jako iloczyn skalarny
i-tego wiersza macierzy A oraz j-tej kolumny macierzy B.
[ cij = aj1byj + aibyj + -+ + ainby; }
i-ty wiersz A
=02 — 3. llustracja: wiersz razy kolumna. mnozymy przez j-ta
mom / kolumne B
((byy by - blp \
a;y Ay -+ Qiy bzl b?_l e b:F Cly €13 v EIP
A - : : . _B = = C = AB 'r"l'j
Am1 dm2 " Omn | : : Cml Cm2 " Cmp
\ o J \ bn] bnﬁ s bﬂ,ﬁ ,
i-ty wiersz A ——

j-ta kolumna B

/ — 4. Przyktad.

. i 2 3 i
Niech A—(O 1) oraz B_(2 4).

Wymiary: A ma2x2, Bma2 x 2 — iloczyn AB jest okreslony i ma wymiar 2 x 2.

R O BN W OEE BN BN BN R NN BN B OEN O OER BN BN BN BT NN NN BN Y OEN NN B NN W NN BN NN BN BN B NN N BN BN UM BN NN NN B NN NN MR B NN NN BN NN BN NN BN NN H BN BN BN BN BN BN NN BN NN BN SN BN NN NN NN OE NN NN OB OGN NN NN BN M W W E

ciy=1:342-2=3+4=7 e =1-1424=1+8=9
€1 =0:341:2=0+4+2=2 C Cp=0:-1+1-4=0+4=4

Zatem AB=({1} f)(; }1){(; 2”

@ Uwaga Mnozenie macierzy na ogot nie jest przemienne: AB # BA.
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Transpozycja
: macierzy

Z — Definicja.

Transpozycja macierzy polega na zamianie jej wierszy na kolumny

(i kolumn na wiersze).

Transpozycje macierzy A oznaczamy przez A’.

y — Przyktad.
transpozycja i 1
d \ P ay a4y
. ay ap a4 i B
Niech A = A" =|ap ay
(85 By 85| Yse—=
[ @13 Q33 |
2 %3 3 %2
Q — WHitasciwosci transpozycji.
(’ ™

@ (A")" = A @ Jedli AT = A,

"""""""""""""""""""""""""""""" to macierz jest

@ (A + B]T - AT + B! symetryczna.
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~ Macierz odwrotna

Z — Definicja.
Macierz A~! nazywamy macierza odwrotna do macierzy A, gdy spetnione sa
obie réwnosci:

[ Ad~"=A"A =1 J

gdzie I oznacza macierz jednostkowg odpowiedniego wymiaru.

3 3

Uwaga Macierze odwrotne istniejg tylko dla macierzy kwadratowych (n x n), |
ktore sa odwracalne. |

N __,..-'
%
’_[ Warunek (2 x 2) ) . 2
Dla macierzy kwadratowej rzedu 2 x 2 macierz odwrotna istnieje wtedy | [ det( A) % () ]
i tylko wtedy, gdy wyznacznik macierzy jest rézny od zera: i

P — Wzér(2x2).
Jes’liAz(j f’f) i det(A) = ad — bc # 0, to

zmiana znakow

1 ( d —b ) - zamiana +

Q —  Przyktad.
Z 1
e Rozwazmy macierz Az(l 1).
e Wyznacznik:

det(A)=2:-1-1-1=1#0 = macierz 4 jest odwracalna.

e Macierz odwrotna:

=g W i —1)_(1 —1)
& ‘1(-1 > 4 A=l 2

e Sprawdzenie:
% 2 & 1 -1 2-1+1-(-1) 2-(—1)+1-2) (1 [})
l_ — — S
44 —(l l)(—l 2) (1.1+1.(_1) 1-(-1)+1-2 0 1 ¢
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: Rzad macierzy

2.

— Definicja.

Rzad macierzy to liczba liniowo niezaleznych wierszy
(lub — réwnowaznie — kolumn) macierzy.

E—

—

-

Po sprowadzeniu macierzy do postaci schodkowe] wierszowe;

\

rzad macierzy jest rowny liczbie niezerowych wierszy (wierszy przestawnych).

Przyktad 1.

/4

i 2] 1 A

A= — Rz = RE - ZRi — 1 !I"Li,EZEI'DLHJIj
_2 4_ _U UJ ‘:-\’wi.ersz

[ rank(A4) = 1 ]
y Przyktad 2.
4 i o 2] . 1 b 27 2
= = (bez zmian) —» niez

¢ 1 3] : B 1 8™

{ rank(B) = 2 J

r‘i"

(3

2

Rzad macierzy mowi,
ile niezaleznej informacji zawiera macierz.
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Operacje elementarne
| redukcja Gaussa
@ — 1. Idea.
Operacje elementarne na wierszach pozwalajg upraszczac macierz
bez zmiany zbioru rozwigzan ukfadu.
o—  — 2. Trzy operacje elementarne.
e R & Rj- — zamiana dwoch wierszy.
* R, « kRI-, k # 0 — mnozenie wiersza przez niezerowy skalar.
e R; « R; + kR}' — dodanie do wiersza wielokrotnosci innego wiersza.
@’ — 3. Cel redukji.
Chcemy otrzymac postac schodkowa wierszows, w ktorej tatwo
wskazac pivoty i dalej rozwigzywac uktad.
[ pivot — pierwszy niezerowy element w wierszu. }
/7 — & Przyklad.
R, « R, - 2R } b
1 R;{—Ri—R|1: 1 2 1 R.’i-f'_'Rj""RE 1 2 ]
A= 2 § 1 > 0 1 -1 N 0 1 -1
Z 0 1 1 0 0 2
L /
C postat schodkowa
wierszowa
' B

@ Uwaga. Redukcja Gaussa porzadkuje macierz krok po kroku,
ale trzeba pilnowac poprawnych operacji na catych wierszach.

]
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— MODULE 03 —

Wyznaczniki

/naczenie, obliczanie | zwigzek z odwracalnoscig macierzy

det(A) =

tu zaczynﬂ-m}j
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(_ W TYM MODULE )

Co oznacza wyznacznik

-----------------------------------

TN R A R T N TR T e e

Wyznacznik a odwracalnosc

macierzy




— ——

- Co oznacza wyznacznik?

Z — 1. Definicja.

Wyznacznik macierzy kwadratowej to liczba
przypisana tej macierzy. Oznaczamy go przez

det(A) lub |A].
<§§> — 2. Kiedy jest zdefiniowany?
Wyznacznik definiujemy tylko dla macierzy
kwadratowych.
YA
@ — 3. Interpretacja geometryczna.
o W R? warto$¢ |det(A) | méwi, ile razy e jeahosthovein
_ . kwadratu = 1
przeksztatcenie skaluje pole.
- it & Pole réwnolegtoboku
e W R? wartoéé¢ |det(A)| méwi, ile razy _ |det(4)]
przeksztatcenie skaluje objetosc. -
e Znak wyznacznika informuje o orientaciji. 0 X
éIé — 4. Interpretacja algebraiczna.
o det(A) # 0 = macierz jest odwracalna.
o det(A) =0 = przeksztatcenie sptaszcza przestrzen,
a wiersze lub kolumny s3 liniowo zalezne.
— 5. Przyktad.
74 X
2 1
A= s det(A) =2-1-1-1=1
\ 2

@ Najwazniejsze: |det(A)| mierzy skale pola lub objetosci,

a zerowy wyznacznik oznacza utrate odwracalnosci.

b,
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: Wyznacznik macierzy 2x2 :

¢ — 1. Wzér.

;" ™

4 = (a S) wtedy  det(A) = ad — be.
i3

L S

Zapamietaj: iloczyn przekatnej gtéwnej minus iloczyn przekatnej poboczne;.

— 2. Przyktad.
5 2
A=

det(A) =3-4-2-1=12-2=(10]

éIé — 3. Interpretacja.

o Jesli det(A) # 0, macierz jest odwracalna.

o Jesli det(A) = 0, wiersze lub kolumny s3 liniowo zalezne.

' 2

@ Dla macierzy 2 x 2 obliczanie wyznacznika jest szybkie

| bardzo czesto uzywane w praktyce.

A A
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Wyznacznik macierzy 3x3

— 1. Reguta Sarrusa.

Dla macierzy

b ¢
A= e f
R

KD L8

mamy zwartg postac:

[ det(A) = aei + bfg + cdh — ceg — bdi — afh.

— 2. Reguta Sarrusa — ilustracja.

macierz A powtdrzone 2 pierwsze kolumny

.

A
A r A

£P 4

..ﬁ

(Z ik 18 /a\\
8 ¥ \\f\
\\g

\g h @ )
:.L
3 dodatnie dlagnnafe 3 ujemne diagonale
(suma z plusem) (suma z minusem)

— 3. Przykiad. ;
Dla macierzy A=1|o
s

— 2 B
N o I

pozytywne diagonale: 1-:3-4+2-2-2+4+1:0-1=12+8+0=20
ujemne diagonale: 1:3:2+2:0°44+1-2-1= 64+04+2=28

det(A) = 20 — 8 = 12

.

\,

®

Uwaga. Reguta Sarrusa dziata tylko dla macierzy 3 x 3.
Dla wiekszych macierzy uzywamy innych metod.
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ey

~ Rozwiniecie Laplace’a
Q. — 1. Idea.

Rozwiniecie Laplace’a polega na obliczaniu wyznacznika

przez rozwiniecie wzgledem wybranego wiersza lub kolumny.

= — 2. Minor i dopetnienie algebraiczne.

M;; — wyznacznik podmacierzy otrzymanej po usunigciu

i-tego wiersza i j-tej kolumny.

Ci; = (-1)"*7 M;;.

i =
r' ™
dEt(A) = ﬂ“C“ s o H;‘gcfz Ar BERSE ﬂiﬂcfn -
3 3 analogicznie
dla kn[umny
i) — 3. Przyktad.

Rozwinmy wyznacznik wzgledem pierwszego wiersza macierzy

2 W "
A=11 3 2 ].
0 4 1

3
4 1

2:43:1 =2-4)

det(A)

] 3|
0 4
1-(1-4-0-3)

2
SRR

‘ ].
0
_|_

|
b
~—
I
o
—
+
M
|

Praktyczna wskazowka:
wybieraj wiersz lub kolumne z wieloma zerami —

rachunki bedg krétsze.

L
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Wtasnosci wyznacznikow

det(I,) = 1.

det(AT) = det(A).

det(AB) = det(A) - det(B).

Zamiana dwoch wierszy (lub kolumn)

zmienia znak wyznacznika.

Pomnozenie jednego wiersza przez k
mnozy wyznacznik przez k.

Dodanie do jednego wiersza wielokrotnosci
Innego wiersza nie zmienia wyznacznika.

Jesli dwa wiersze sg proporcjonalne
lub identyczne, to det(A) = 0.

Dla macierzy trojkatnej wyznacznik jest

lloczynem elementdw na przekatnej gtowne).

=

Whtasnosci wyznacznikow sg szczegolnie przydatne
przy redukcji macierzy i szybkich obliczeniach.
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Wyznacznik
a odwracalnos¢ macierzy

LS

det(A) # 0
det(A) = 0

<> A jest odwracalna

<> A jest osobliwa (nieodwracalna)

e Niezerowy wyznacznik oznacza, ze istnieje macierz odwrotna A=,

e /erowy wyznacznik oznacza liniowa zaleznos¢ wierszy lub kolumn.

e Dla uktadu Ax = b warunek det(A) # 0 daje jednoznaczne rozwigzanie.

—

Przyktad odwracalny
z 1

(1 1)

det(B) = 2-1-1-1=(1]

B

[ B istnieje J

N

P

Przyktad nieodwracalny

a-(3 3

det(A) = 1-4-2-2=(0)

I 2
2 4

[ brak macierzy odwrotnej ]

0

dla macierzy kwadratowych.

Wyznacznik jest szybkim testem odwracalnosci
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— MODUL 04 —

Uktady rownan
linlowych

Od zapisu macierzowego do metod rozwigzywania

7~ (: W TYM MODULE }
X +y =2
@ Zapis uktadu w postaci macierzowe;
o B N KRB . B AR R
i @ Eliminacja Gaussa
Ax = b @ Metoda Gaussa-Jordana
1 1 13 @ Liczba rozwigzan uktadu
A= i B TS
2 =1 1 @ Twierdzenie Kroneckera-Capellego

teraz rozwigzujemy

&

Kompletny przyktad krok po kroku
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EODN
EBO
EOm

Zapis uktadu
w postaci macierzowej

— 1. Uktad ogolny.

Rozwazmy uktad m rownan z n niewiadomymi X, Xa, ..., Xp.

i

b,

— 2. Zapis macierzowy.

a1 X

dy Xy + dyjz2X» o wieie

Am1 X1 + ApyaXy + -

+ d37X9 + -

Uktad mozna zapisa¢ w postaci zwartej:

 Ax

b

|

— 3. Co oznaczajg symbole?

~

A

macierz
wspotczynnikow.

\

~

— 4. Przyktad.

Rozwazmy uktad:

2x + vy =5
¥ =3 =1

F
X
wektor
niewiadomych.
L

Zapis macierzowy:

z 1
] -1

Stad [Ax=bJ‘—J

+ A1nXn = b[

ERE + HE” xﬂ — bz

o+ ApupXy = bm

.

b

e

wektor
wyrazow wolnych.

Iy

Macierz rozszerzona:

-~

O

2 1
1 -1

b

O

-

W

e

Zapis macierzowy porzadkuje uktad i przygotowuje go do metod

Gaussa, Gaussa-Jordana i Reguty Cramera.
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Eliminacja Gaussa

rozwigzanie uktadu krok po kroku

— 1. ldea.

Redukujemy macierz rozszerzona do postaci schodkowe.

— 2. Ukiad rownan.

Macierz rozszerzona:

X+ yHz=6 R N

2 = Y+ % =3 —> 7 G | 1 3

X $#2p =2 =2 i 7 =it
— 3. Krok 1. I S R A T
R, 4 Ry= 2R, — 0 =3 =1¢ =0
L3 2 wils g
— 4. Krok 2. [ R N
R; « R; — R, - 0 -3 =1 =90
0 1 -2 -4
— 5. Krok 3. [ i 8 88
Wygodna zamiana wierszy: =i 0 1 =% i =4
e s b =8 =) =0
— 6. Krok 4. 5 RN R S SN
R; « R3 + 3R, = 0 | -2 I -4
& 0 =7 =41,

[ pivnt — plerwszy niezerowy element w wierszu.

pnsta.é
schodkowa

[ @ Po Pﬂ5tﬂﬂi 5ChﬂdeWEj stosujemy podstawianie wsteczne.
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Gauss-Jordan

rozwigzanie bez podstawiania wstecznego

oo 1 1 1 : 6
ooo — Start: posta¢ schodkowa |

z poprzedniej metody |

/P — Kok SRR
! — o 1 =344
Ry «— —cR i
R '8 & i35 |

4 — Krok 2. 1 1 156

¥ — b 1 U3
Rs = R 4 2R -
Bt s I 9 51N

@ — Krok 3. L J 0 : 3

- 0 1 0 5 2
Rl «— R] — R3 O U 1 :i 3
y — Krok 4. '1T 0 © 1 | x=1
—> ' -
R =B = T B |l I e
Lo @ 1 435 ] A=
( . N
- L. POROWNANIE )
Gauss Gauss-Jordan

e konczy na postaci schodkowej, e konczy na zredukowanej postaci schodkowej,

e wymaga podstawiania wstecznego. * rozwigzanie odczytujemy bezposrednio.

o

’

@ ,(Gauss upraszcza wystarczajgco.
Gauss-Jordan upraszcza maksymalnie.”

..

31 - Notatki z Algebry Liniowej



Liczba rozwigzan uktadu

Jedno, nieskonczenie wiele czy brak rozwigzan?

@ — Doktadnie jedno rozwigzanie i’
[ Macierz zredukowana: J
Dwie proste
( 1 9 E 2 . x =2 (2,3) przecinaja sie
i - w jednym punkcie.
p 18 RE=3
l .5
@ — Nieskonczenie wiele rozwigzan y
A

[ Macierz zredukowana: ] (0, 2)
= i Dwa rownania
1 ¥ = opisujg te sama
) 28 4
| = x=4-=-2X (4,0)  prosta.
v R1e (x,7) = (4 = 2t, 1) 2

@ — Brak rozwigzan {
[ Macierz zredukowana: ] \
H\ Dwie proste s3

I 2 I 3 rownolegte i rézne.
0 05 -

y ™

@ Jesli po redukcji pojawi sie wiersz [0 B .. @ c],

gdzie ¢ # 0, ukfad jest sprzeczny.

. S

|
W
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Twierdzenie Kroneckera-Capellego

test istnienia rozwigzan

Uktad ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy

r(A) = r([A|b]).

\, J
o—  — 1. Konsekwencje.
e r(A) # r([A]b]) —  uktad jest sprzeczny — brak rozwigzan.

e r(A) =r([A|b]) =n — uktad ma doktadnie jedno rozwiazanie.

® r(A) =r(|[A|b]) < n — uktad ma nieskofczenie wiele rozwigzan.

o — 2.Schemat decyzyjny.

[ Czy rzedy sa rowne? ]

I
@J@ TAK

] [ Czy rzad = liczba niewiadomych? ]

TAK @@
h 4

[ Doktadnie jedno ] [Niesknﬁczenie wiele]

Brak rozwigzan
(uktad sprzeczny).

rozwigzanie. rozwigzan.

f — 3. Przyktad.

Rozwazmy uktad Ax = b Macierz rozszerzona: Po redukcji wierszowej:

(D)) w2 3
2 4 6 2 4 16 0 0 0
Ha) = b, rldlel) =1, n=2 Zatem r(A) = r([A|b]) < n.

\

[ Uktad ma nieskonczenie wiele rozwigzan. ]
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Reguta Cramera

rozwigzanie przez wyznaczniki

@ — 1. ldea.
Reguta Cramera pozwala rozwigzac uktad rownan liniowych metoda
wyznacznikow, ale tylko wtedy, gdy det(A) # 0. .
det(A,) det(A,)
Dla uktadu dwéch réwnan z dwiema niewiadomymi: | * = det(A) ’ ¥y= det(A)
= 1 ktad. |
/ = pragigac . Wyznacznik macierzy A:
Rozwazmy uktad: Zapis macierzowy: ; 7 1
: det(A) = ‘ ‘
2 + p =5 p 2 1 ; 51 T 5
x -y = 1 M = = L E = (2)(-1) = ()(1) = -3
E [det{A)=—3#{]}
o— — 3. Wyznaczenie x.

Zastepujemy pierwszg kolumne macierzy A wektorem b:

Az = [5 . ] det(Ay) = ‘5 : ‘ = ()~ WY =~

1 =i 1 -1
det(Ay) —6
— = — = 2
= 5S Yopwr T B
o — 4. Wyznaczenie y.
;i Zastepujemy druga kolumne macierzy A wektorem b:
2 B Z B
=7 ¥ det(a) = |1 3| = @w-©0) = -3
det(Ay) -3
~ Y= A - =2~
@ — 5. Rozwigzanie uktadu.

[ (x, J") = (2, I)J

@ Uwaga. Reguta Cramera dziata dla kwadratowych uktadéw
Z niezerowym wyznacznikiem.

L
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1 — Ukiad réwnan.
P
X*y+z=06
V" e2¥ =Y F 2= 3
. ¥y =25 2
2 — Zapis macierzy rozszerzonej.
g i em s e
IR N R T
| I z2 =1 i 2 J
3  — Redukcja Gaussa do postaci schodkowej.
M d e A G S
2 -1 VS = 10 1 =2 -4
L 1 2 -1 | 0 0 -7 -21 |
4 — Podstawianie wsteczne.
e / trzeciego wiersza: -7z = -21 — [ Z =3 J
¢
® Zdrugegowierszaz: y-—-2z2=-4 - y-2-3=-4 -
l
® /pierwszegowierszaa x+y+z=6 - x+2+3=6 - | x=1
5 — Wynik.

r A

(x, y, z) = (1, 2, 3)
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Kompletny przyktad krok po kroku

—

-~

SCHEMAT METODY

11
11
Macierz
rozszerzona

l

5

Q) —

O ——3

Redukcja
Gaussa

d

Postac
schodkowa

l

Podstawianie
wsteczne

\

Wynik

-'q\




— MODUL 05 —

Przestrzenie
wektorowe

baza, wymiar |1 rozpietosc liniowa

€
e 7 (w TYM MODULE ) =

S

Pojecie przestrzeni wektorowej

-----------------------------------------------

- O O I A A O I I S O O O

R T e ———

Wymiar | wspofrzedne

@

wzgledem bazy
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P @ @ t L
ektorowej

@ — 1. ldea.

Przestrzen wektorowa to zbior obiektow, na ktorym mozemy dodawac
wektory | mnozyc je przez skalary, a wynik zawsze pozostaje w tym samym
zblorze.
Przestrzen wektorowa musi byc
zamknieta na dodawanie | mnozenie przez skalar.
g== — 2. Przyktady.
= ' ™ ; ™ 'd R
2 o
R R P
Para liczb rzeczywistych Trojki liczb rzeczywistych Wielomiany stopnia
(%, 7). (x; 3. Z). Co najwyzej 2.
Dodajemy wspotrzedne, Dodajemy wspotrzedne, Dodajemy wielomiany,
mnozymy przez skalar. mnozymy przez skalar. mnozymy przez skalar.
\ P, \ J . A
@ — 3. Najwazniejsze wtasnosci.
e Zbidr zawiera wektor zerowy 0 (dodawanie z nim nic nie zmienia).
e Dodawanie wektorow jest tgczne | przemienne:
(u+v)+w=u+@w+w), u+v=v+u
e Mnozenie przez skalar dziata tak, jak oczekujemy:
alu+v) =au+av, (ab)u =a(bu), 1 -u= u.
— 4. Intuicja na ptaszczyznie &

y . j y . v u + v
W przestrzeni R? wektory to strzatki na ptaszczyznie. s B R
Dodajemy je metoda réwnolegtoboku, a mnozenie -3 5
przez skalar wydtuza lub skraca oraz ewentualnie y
odwraca kierunek. >

0 R2 X
p
@ Najwazniejsza intuicja: mozemy wykonywac typowe dziatania
wektorowe | nie opuszczamy zbioru.
\
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Podprzestrzen wektorowa

F N
Zbior W jest podprzestrzenia, jesli:

@ @ zawlera wektor zerowy,

@ Jest zamkniety na dodawanie,

@ jest zamkniety na mnozenie przez skalar.
ks 7

v/ | Przyktad pozytywny. i
Niech W = {(x, y) : y = 2x} c R?
To prosta przechodzaca przez poczatek uktadu.

e Zawiera wektor zerowy: (0,0) € W.

=Y

e Zamkniecie na dodawanie: (0,0)
)
jesli u = (x1,2xy), v =(x2,2x;) € W,
to u+v=_(>x;+x,2x;+2x) = (x; +x2,2(x; +x3)) € W.

e Zamkniecie na mnozenie przez skalar:
jesli u = (x,2x) € W oraz k € R,
to ku = (kx, 2kx) = (kx,2(kx)) € W.

Zatem W jest podprzestrzenia R2.

X | Przyktad negatywny.
Niech S = {(x,y) : x+y=1} c R? \ x+y=1

1
To prosta rownolegta do y = —x, ale nieprzechodzaca
przez poczatek uktadu.
.
Sprawdzamy wektor zerowy: (0,0) & S, poniewaz 0 +0 = 0 # 1. (0,0) 1\5

Zatem S to nie jest podprzestrzern R?* (nie zawiera wektora zerowego).

-

@ Przechodzenie przez punkt (0, 0) jest konieczne,

ale samo nie wystarcza — trzeba jeszcze sprawdzi¢ domkniecie.

L
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Rozpietosc liniowa

| —
@ — 1. Idea.
Rozpietosc liniowa zbioru wektorow to zbidr wszystkich ich kombinacji liniowych.
[ Span(vl, s vk) - {-:11131 4 o A Al | By lle © ]R} ]
o= — 2. Przykiady.
@ Jeden wektor niezerowy @ Dwa liniowo niezalezne @ Dwa liniowo zalezne
rozpietosc to prosta. wektory w R? rozpinaja wektory rozpietosc to
catg ptaszczyzne. tylko jedna prosta.
¥y A y 4 ¥ A
U
()
Uy Uy
U1
> =
/ X / x
-
X

span(v) = {wszystkie
wielokrotnosci v }

span(v;, v2) = {wszystkie
wielokrotnosci v }

[ span(vy, v2) = R? J

,i — 3. Przyktad.

1 0
Pokazemy, ze span ((D ) ; ( | )) = R2.

Niech (x,y) € R* bedzie dowolny. Wtedy

()= <o)+ () <o ((o)- (7))

Poniewaz (x, y) byt dowolny, otrzymujemy

() (7)) -

@ Whiosek. Rozpietosé mowi, jakie kierunki mozemy zbudowaé z danych wektorow.
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Liniowa niezaleznos¢

»czy kazdy wektor wnosi co$ nowego?”

o S e

@ — 1. ldea.

Wektory s3g liniowo niezalezne, jesli zaden z nich nie moze zostac utworzony
z pozostatych za pomocg kombinacji liniowe.

{ Kazdy wektor wnosi nowy, potrzebny kierunek. ]

Wektory ¥, V5, ..., U s3 liniowo niezalezne, jesli réwnanie
ﬂll_:'l -+ ﬂzlﬂ?z + -+ + ﬂkﬂk = )

ma tylko rozwigzanie

[ﬂ1=ﬂg=*"=ﬂk=U.J
EE — 2. Przyktad 1 — niezalezne X | — 3. Przyktad 2 — zalezne
" 1 . 5 1 . 2
= [o]s %= 1] ”‘z[z]’”FM
1 0 0 > >
a[0]+b{l]=[0_ Vy = 27

21-:"1 = 1_-;2 = {-j.
= [ﬂ]=[“] = a=0,b=0. 7w il OGO
Wspétczynniki 2 i =1 nie sg jednoczesnie zerowe.

[ Wektory s3 liniowo niezalezne. ] [ Wektory s3 liniowo zalezne. J

— 4. Szybki test z macierza

Wektory mozna wpisac jako kolumny macierzy:
A=[v; ¥ -+ W]

Jezeli kazda kolumna zawiera pivot, kolumny sg liniowo niezalezne.

Liniowo niezalezne Liniowo zalezne
nowy kierunek powtdrzenie istniejgcego kierunku

YA VA

=y

' -
(0,0) % (0,0)

Zaleznosc liniowa oznacza nadmiar informaciji.
Niezaleznos¢ oznacza brak zbednych wektorow.

L >,

40 - Notatki z Algebry Liniowej



e Py
,minimalny zestaw, ktory generuje caty przestrzen” y
@ — 1. Idea.
Baza przestrzeni to zbiér wektorow, ktory spetnia dwa warunki:
e ) 4 3
® 1. Generuje catg przestrzen @ 2. Wektory sa liniowo niezalezne
span(vy, ..., ) =V Zaden z nich nie jest zbedny.
. o/ . _.--'
[ BAZA = GENERUJE + NIE MA NADMIARU J
EE — 2. Standardowa baza R? X | = 3. Baza nie musi byé standardowa
a=lo] =i PR Rl Y
3! 0 H 2~ 1 1 1 ’ 2 = =1
[ z ] = xe3 + ye, Wektory nie sg proporcjonalne,
4 wiec sg liniowo niezalezne.
Dwa niezalezne wektory w R?
e, ey} jest baza R2. ] .
[ \e1, €2} | i generujg catg ptaszczyzne.
f — 4. Przykiad zbioru, ktory nie jestbazg =~ - ~ 3 N 4 D
| rozpietosé liniowa
1 0 1 el T niezaleznosc —> | BAZA
ol® L1l? 1 L przestrzeni 3 L ] i '
- R
1 1 0 minimalny
[ ] = [ ] T [ ] zestaw
1 0 1 . \
kierunkow,

A
Zbior jest liniowo zalezny ><
\J

I nie jest baza.

ktory generuje
calg przestrzen

bez nadmiaru.
. y

-

L

Kluczowa intuicja: Baza to najmniejszy kompletny zestaw kierunkow
potrzebny do opisania catej przestrzeni.

7

41 - Notatki z Algebry Liniowej



Wymiar

ile niezaleznych kierunkéw potrzebujemy?

| @ . — 1. Czym jest wymiar?

Jesli baza przestrzeni V zawiera n wektoréw,

[ dim(V) = n J A

(o= — 2. Przyktady

=
Y e 7
(o @ dim(R?) = 2, @ dim(R®) = 3,
bo baza standardowa ma bo potrzebujemy trzech
niezaleznych kierunkow.

dwa wektory e, €,.

& — 3. Polaczenie z rangiem
{ rzad macierzy = liczba niezaleznych kierunkéw ]

Jesli kolumny macierzy generujg pewng podprzestrzen, to liczba liniowo
niezaleznych kolumn jest rowna wymiarowi tej podprzestrzeni.

y | — 4. Wspditrzedne zaleza od bazy

' Baza standardowa Inna baza

_fr11 Jo e 1 i
B={[o] -]} #={[1].[4]] e, AL
S a—-b=2
V= 3 1 1 - 3
74 a | + b 4 = 2 Za=5 = g=

3 T
[v]p = : b = 5

. L3

[v]p = 1

2

'. | — 5. Idea wizualna
bl Baza standardowa
YA
A& o ®
BT P
Ten sam obiekt —
> - . :
e x inne wspétrzedne.
Wymiar przestrzeni jest staty, ale baze

@ Zapamietaj:
mozna wybrac na wiele sposobow.
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MODUL 06

PRZEKSZTALCENIA

| WARTOSCI WLASNE

Macierze jako operacje, ktore zmieniajg przestrzen i jej wektory.

[ Q | Po tym module bedziesz potrafic:

/ e rozumiec pojecie przeksztatcenia liniowego;
¢ interpretowacC macierz przeksztatcenia;

e rozumiec jgdro i obraz;

e wyznaczac podstawowe wartosci wilasne;

e interpretowacC wektory wtasne.

ﬁ
_[all ﬂlz] 3
p—» A=
X ay; Ay

Macierz moze raPrezentﬂwac

dziatanie na miej Przesfrzem.
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Przeksztatcenie liniowe

funkcja dziatajgca na wektorach

Przeksztatcenie liniowe bierze wektor v i zamienia go na inny wektor T'(v),
zachowujac strukture dodawania | mnozenia przez skalar.

Tvow)

.
°— '\ — 1. Dwa warunki liniowosci

{ T(u+v)=T(u)+ T ] [ T(kv) = kT (v) J

/| @\I — 2. Natychmiastowa konsekwencja
h\n_.,/

. T(0)=0 |

Jezeli funkcja przesuwa poczatek uktadu w inne miejsce,
nie jest przeksztatceniem liniowym.

N
| — 3. Przyktad liniowego przeksztatcenia Po

— Y. Przed }"

T(x,y) = (2x,y)

=

1 2
7([2)) = 2] | 2 N
—_—
Transformacja rozcigga przestrzen _::I &

=Y

==
dwukrotnie w kierunku osi x. 1 X 1
fokr
. X | — 4. Przyktad, ktory nie jest liniowy  przed Po
L YA Y\
T(x,y) = (x+1,y)
T(0,0) = (1,0) J
zatem T(0) # 0
ik o . £ > @ >
To przesunigcie nie jest (0,0) X (1,0) X

przeksztatceniem liniowym.

-

@ Intuicja: Przeksztatcenia liniowe mogg obracac, skalowac, odbijac

lub Scina¢ przestrzen, ale nie moga dowolnie przesuwac jej poczatku.
5
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Jak macierz wykonuje
przeksztatcenie?

— 1. Idea

W przestrzeniach skonczenie wymiarowych przeksztatcenie liniowe T (JC) = A
mozna reprezentowac za pomoca macierzy. i

— 2. Przyktad

S H

Transformacja podwoita pierwsza wspodtfrzedna, ale pozostawita druga bez zmian.

— 3. Skad biora sie kolumny macierzy?

Dla standardowej bazy kolumny macierzy sg obrazami wektoréw bazowych.

[ A=[T(e;) T(ey)] j

—
(o= ) — 4. Przyktad ;
= 2 | 2 -1
T = — — —
@=[3]  Te=[7] 4=l 3
’f- th.'
(B = 5 disualiza
\: _j_j izualizacja
Przed przeksztatceniem Po przeksztatceniu il inaaeis
(baza standardowa) (obrazy wektoréw bazowych) Y ¥
Y\
| ]
e=|7] T(e,) = 3
14 [ ]
x| ] T(Ez) _[
e =| o)
. o >
0 1 X

@ Bardzo wazna intuicja: Znajac dziatanie przeksztafcenia na wektory bazy,

znamy jego dziatanie na kazdy wektor przestrzeni.
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JADRO | OBRAZ

co znika, a co mozna otrzymac?

@ 1. Jadro E 1 2 }
Przykfad: Znajdz jadro macierzy A =

Jadro przeksztatcenia T to zbiér wszystkich 2 4
wektorow, ktére sg odwzorowane w wektor zerowy. 1 92 x 0
[ 2 4 ] [ y} x {U ]
[ ker(T) ={z: T(z) =0} ] b &
_ : T = -2y
Jesli T'(z) = Ax, to szukanie jadra _9
oznacza rozwigzanie Ax = 0. 1] =iy ! —2 ] ker(A) = 513’311( 1 D
Y 1
@' 2. Obraz
Obraz przeksztatcenia T to zbiér wszystkich Eﬁﬂ | B Potgczenie z rangiem
wektoréw, ktére mozna otrzymaé jako T'(x). Wymiar obrazu to ranga macierzy.
[ Im(T) = {T(x):x € V) ] _
dim(Im(A)) = r(A)
Dla macierzy obraz jest przestrzenia
generowang przez jej kolumny. Ranga mowi, ile niezaleznych kierunkow
[ Im(A) = s_-:pan(knlumnyﬂ) ] moze osiggnac przeksztatcenie.
Przestrzen wejsciowa (V) Przestrzen wyjsciowa (W)
y.f
A

T / .Dbraz

T:V->W >’
. |
Wszystkie wektory z jgdra Tylko wektory z obrazu
sq odwzorowywane w 0. mozna otrzymac.
f N
@ Jadro: Ktére wektory znikajg?
Obraz: Ktére wektory mozna otrzymac?
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Wartosci wtasne

specjalne liczby ukryte w macierzy

Sg szczegodlne wektory, ktorych kierunek po dziataniu macierzy pozostaje niezmieniony.

@

F 3 Intuicyjnie:
A I_}} - A ,z_}} ® A > 1 — wektor sie wydtuza
¢ 0 <A <1 — skraca sie
Liczba A to wartos¢ wiasna. e A < 0 — zmienia réwniez zwrot
\ X

o A = (0 — trafia do zera

Jak znalezc¢ wartosci wiasne?

—

A — A7 = 0
(A= A7 =0
|

[:kmAakU=ﬁ]

o rownanie
chara kterystyczne

Kierunek osi x Kierunek osi y

Q Przyktad (skalowanie x 2) (skalowanie x3)
2 1 YA ¥ I

A= [0 3} A7 = (0,3)
Mﬁ(FEﬁ 3EJ)=0 v = (1,0) [ 75D

" g > & >

Z=X3=A=0 e 7 i

=2 Ay = 3 } SECZEgﬁfﬂE Kierunki j

—> tylko skalowanie.

0,

L

Zapamietaj: Wartos¢ wtasna nie jest wektorem.
To liczba opisujaca, jak mocno przeksztatcenie skaluje odpowiedni wektor wiasny.
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Wektory wtasne

kierunki, ktore przeksztatcenie zachowuje

C@ 1. Definicja

Niezerowy wektor v jest wektorem wiasnym macierzy A,
jesli dla pewnej wartosci wiasnej A zachodzi

| AT =P |

Mamy wartosci wtasne A; = 2, A, = 3.

e 3.DlaA=2 e 4. Dla =3
(A-23 =0 (A—30)7 =0
o 1] 5] =[o] 5 ol 5] = 1ol
y =0 x=0
= o] baly)

1 0
[ Wektory wtasne sg wielokrotnosciami [ 0 ] } [ Wektory wtasne sg wielokrotnosciami { } ]

1
@ 5. Szybka weryfikacja A4 [H = [;] =2 [é]

@ 6. Co dzieje sie z wektorami?

Zwykty wektor zmienia kierunek. Wektor wtasny pozostaje na te] same| prostej,
ale zmienia dtugosc.

- T3 Y A T3 e wydtuzyc sie
e > gt e skrocic sie

3 e odwrocic zwrot,
» X » X I

ale pozostaje na

tej samej prostej
Q /. Procedura

det{A — Al = ] —> [ znajdz A } —> [ (A-ADv = 0 ] —> [znajdi wektory wiasne

o

[ @ Uwaga: Wektor zerowy nigdy nie jest wektorem wfasnym.
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Algebra liniowa

jedna mapa, wiele potaczen

Nie uczysz sie osobnych tematéw. Uczysz sie jednego systemu.

;- . Fad

/ 1. WEKTORY
kombinacja liniowa —
niezaleznosc — baza —
wymiar
& v, ke

,—- 3. WYZNACZNIKI | ALGEBRA “" )
det(A) # 0 — odwracalnosc LI N I OW A *«—

det(A) = 0 — zaleznosc /[
utrata wymiaru

.
2. MACIERZE
operacje — rzad —
odwrotnosc
.
S

4. UKLADY ROWNAN

Gauss — rzad —
jedno / nieskoriczenie wiele /
brak rozwiazan

2

' 3 IF

5. PRZESTRZENIE @
podprzestrzen — span —

baza — wymiar

6. PRZEKSZTALCENIA

jadro — obraz —
wartosci wiasne

~

R / %
‘{ A ] 7. WARTOSCI WLASNE 1
9
E - Wektory wtasne wskazujg
A = A v szczegdlne kierunki, a wartosci
wiasne mowia, jak sg skalowane. 4
Y

7 pytan przed egzaminem
@@

1) Czy potrafig okreslic wymiary macierzy i wykona¢ podstawowe dziatania?

P

@_ﬂ Czy potrafie policzy¢ wyznacznik i zinterpretowac wynik 0 lub # 07? @ det
K3K Czy potrafie zredukowac¢ macierz metoda Gaussa? |
;4: Czy potrafie okresli¢ liczbe rozwiazan uktadu? /_\I u_\
35,; Czy rozumiem réznice miedzy rozpietoscia, niezaleznoscia i baza? [@ =/
(6)  Czy potrafie wyjasnié, co robi przeksztatcenie liniowe? ; "/j.\"
-y Z otrarig wyjlasnic, Co robl prZzeksZiaicenie lniowe ! \ /
H YP & WY P Bad
7 ) Czy rozumiem znaczenie réwnania AV = Av?
e ™
Najwiekszy postep pojawia sie wtedy, gdy zaczynasz zauwazac,
ze niezaleznos¢, wymiar, rzad, odwracalnosé i liczba rozwigzan
sg ze soba gteboko powigzane.
% 2
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