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Informacja o materiale

PODSUMOWANIA Z ANALIZY MATEMATYCZNEJ 2

© 2026. Wszelkie prawa zastrzezone.

Niniejszy materiat zostat przygotowany jako pomoc w nauce i powtorkach
z Analizy Matematycznej 2.

Materiat nie zastepuje wyktadow, ¢wiczen, oficjalnego programu przedmiotu
ani literatury wskazanej przez prowadzgcego.

Przedstawione metody, wzory i przyktady majg poméc w zrozumieniu sposobu
rozwigzywania typowych zadan. Zakres oraz oznaczenia stosowane na
poszczegolnych uczelniach mogg sie roznic.

Zabrania sie kopiowania, rozpowszechniania, odsprzedazy oraz publicznego

udostepniania catosci lub czesci materiatu bez odpowiedniego zezwolenia
wtasciciela praw.
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Analiza 2 nie wymaga zgadywania.
Potrzebujesz wlasciwej metody.

Na Analizie Matematycznej 2 problemem czesto nie jest sam wzor.
Problem brzmi: ‘Skad mam wiedzie¢, ktérego wzoru albo kryterium uzyc?’
Dlatego te notatki nie sg tylko listg wzordw.

n 'Q' CO TO JEST Krétka definicja bez zbednego formalizmu.

a Q KIEDY TEGO UiY(i Sygnaty w zadaniu, ktore wskazuja

wtasciwg metode.

v — .
B i JAK TO ZROBIC Schemat postepowania krok po kroku.
' PRZYKLAD Petne rozwigzanie typowego zadania.
: Naj tad | tapk
B & UWAZAJ ajczeistszy.b ad lub putapka
egzaminacyjna.

Jak sie uczy¢

’_;Q Dl stk prZEf::Ej.rtaj m.fwasrjnenle -3 jprz‘eanallzu; .prz‘kaiad 2
zaston rozwigzanie - sprobuj samodzielnie.
@ Powtorka przed zacznij od map wyboru metody = sprawdz wzory =
kolokwium: wykonaj przyktady bez podgladania.
® s’ ‘ gEiEn ;?rzed skup sie na stronach 15, 34, 47 i 48.
e egZzaminem:
ROZPOZINA) —» ﬁﬁggﬁz —»  ZASTOSU) —»  SPRAWDZ

o Nie musisz pamietaé kazdego zadania.
Musisz rozpoznawac schemat i wiedziec, co zrobi¢ jako nastepne.
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MODUL 01

TECHNIKI CALKOWANIA

Jak rozpoznac¢ witasciwg metode,
zamiast probowac wszystkiego po kolel

Na tym etapie opanujesz:

+ catkowanie przez czesci,

* wybor u oraz dv,

« catki trygonometryczne,

* podstawienia trygonometryczne,

* utamki proste,

* przypadki wymagajace kilku metod,

+ szybkie rozpoznawanie najlepszej strateqgii.

przez czescl podstawienie

tozsamosci

trygonometryczne utamki proste

@ Najwazniejsze pytanie modutu:
Co w tej catce podpowiada mi metode?
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MODUL 01

Calkowanie przez czesci

Gdy iloczyn dwdch funkeji nie daje sie tatwo scatkowac wprost.

1. Idea w prostych stowach

Catkowanie przez czesci pozwala zamienic trudng
catke z iloczynu dwdch funkgji na inng, prostsza

catke. Wzor wynika z reguty rézniczkowania iloczynu.

u — czesc, ktorg rdzniczkujemy,

dv — cze$é, ktdra catkujemy,
udv=uv— | vdu Rk :

2. Kiedy warto pomyslec o tej metodzie? , |
4. Szybkie sprawdzenie

re” T sin T rlnzr In Chcesz sprawdzi¢ wynik?
Zrozniczku] odpowiedz.
Jesli w catce wystepuje wielomian pomnozony przez funkcje d . L
wyktadniczg lub trygonometryczna, catkowanie przez czesci dz [EE — % ]
jest jednym z pierwszych kandydatow. — e% 4 ze% — e*
= T
3. Przyktad krok po kroku
Oblicz: f$Eﬂ: dx 5. UWAZAJ
: - Znak minus w wzorze
Krok1 | wybieramy 1w =z, dv = e* dx
uv — f vdu
Krok 2 = obliczamy du=dx oraz wv=e" bywa czesto pomijany.
Krok 3 deStaWiam}" do wzoru: b. Mini_SchEmat
. s e o T J
j re® dxr =ze f e’ dr 5 T
rozniczkuj
Krok 4 | konczymy:
fﬂiﬁmdl‘:xﬁm—ﬁm-l-(j:t?m(fﬂ—].)+C dv > B
catkuj
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MODUL 01

Jak wybrac u i dv?

Dobry wybor upraszcza catke. Zty moze jg jeszcze bardziej skomplikowac.

1. NAJWAZNIEJSZA ZASADA

* wybierajac u, zapytaj:
,Czy po zrézniczkowaniu ta czesc
stanie sie prostsza?”

* wybierajac dv, zapytaj:
,Czy potrafie te czesc tatwo

scatkowac?”

3. PRZYKLAD

f&:msm dx

r jest funkcja algebraiczng (A), a cos & — trygono-
metryczng (T). Zgodnie z LIATE wybieramy u = x.

U==2 dv =cosz dzx
v=s8InzT

fIE{}SI dr = zsinz +cosz+ C

% 5. ZAPAMIETAJ

Dobry wybér u: pochodna jest prostsza.

Dobry wybér dv: catka jest tatwa do obliczenia.

06 - PODSUMOWANIA Z ANALIZY MATEMATYCZNEJ 2

Czy jest
lloczyn?

2. REGULA POMOCNICZA LIATE

L — Logarytmiczne Inz, logx

| — QOdwrotne trygonometryczne arctanz, arcsinz
A — Algebraiczne z, °, 3z +1

T — Trygonometryczne sinx, COST

E — Wykfadnicze g I

Jesli w iloczynie wystepuja funkcje z réznych grup,
zwykle wybieramy jako u funkcje znajdujaca sie
wyzej na liscie.

LIATE to wskazowka, nie twierdzenie. Ostatecznym
celem zawsze jest uproszczenie catki.

4. SZCZEGOLNY PRZYPADEK

flnm dx

Mamy tylko jedna funkcje. Zapiszemy ja jako iloczyn:
Inz=Inz-1
Wybieramy © = In z.

u=Inzx

fln:::dx=:x:ln:s—:r+€

6. SZYBKA DECYZJA

Czy jedna czesc Rozwaz
upraszczasiepo —> TAK —  catkowanie
rozniczkowaniu? przez czesci



Calkowanie przez czesci
w catkach oznaczonych

Ta sama metoda dziata dla catek oznaczonych, ale po utworzeniu iloczynu uv
trzeba od razu uwzgledni¢ granice catkowania.

) z;
/ Wdy = [fu,fu]z—/ vdu

[uv], = u(b)o(b) — u(a)v(a)

Przyktad krok po kroku |
A Putapka egzaminacyjna

nie zapisuj tylko
Krok 1:
uv — f'u du

=z dyv=edr

1
Oblicz: f re®dx
0

bez pamietania o granicach;
Krok 2:

w catce oznaczone| wyrazenie
= s gy
du=de, v=e

b : oy
[uv] , Musi zostac obliczone
Kruk13: 1 dla obu granic.
f e dy = [«TEI]; - / e’ dx
0 0
NS Lista kontrolna
[ze®]l, =1-e=0-1=c¢
: * wybierz u,
1
./4; efdz = [e], = e=1  wybierz dv,
e policz du,
Krok 5: i
=i 0=1 policz v, :
) * Wpisz granice do [u’u]a,
Odpowieds: 1 * oblicz pozostatg catke.

.
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MODUt 01

Gdy trzeba zastosowac catkowanie
Przez CZesSci wiecej niz raz

Wielomian stopniowo znika, a catka staje sie coraz prostsza.

Gtowna idea
Jezeli u jest wielomianem wyzszego stopnia, jedno zastosowanie wzoru

moze nie wystarczyc. Typowy przykfad: f z2e® dz.

Po pierwszym catkowaniu przez czesci pojawia sie f z e* dz,
czyli kolejna catka wymagajaca tej samej metody.

=) Przyktad krok po kroku

J— f z? e dx
o Pierwsze uzycie metody
u=z> dv = e* dz

dit =2z adxr, v=ie"

I:mzﬁ:v—2fme"’dm

e Drugie uzycie metody

Dla f:r e” dx:
U=z, dv = e* dzx
du = dzx, =g

/me“:d:r::re’“—ﬁm

o Podstawienie z powrotem
I=2z%e®*-2ze* - e’)
=z°e" —2ze" + 2" + C
=e®(z° -2z +2)+C

08 - PODSUMOWANIA Z ANALIZY MATEMATYCZNEJ 2

3 Drabinka

x? e~
:’ ' J,
27 e’
i l
2 e
3

0

Wielomian rozniczkujemy az do zera.
Funkcje e* mozna stale catkowaé bez komplikacji.

Skrot tabelaryczny
Pochodne Catki
x? e’ +
2T e’ —
e +
0
7\ Kiedv uzvwaé?
(4 ) Kiedy uzywac:
./ Zawsze, gdy mamy iloczyn wielomianu
z funkcja ,tatwa” do catkowania:
« P(x)e”
P(x)sinx
+ P(z)cosz

gdzie P(x) jest wielomianem.



MODUt 01

Caiki trygonometryczne: najpierw
roZpoznaj potegi

W przypadku sin™z - cos™ & parzystosc¢ wyktadnikéw czesto wskazuje metode.

‘ K} Wzory, ktére trzeba mie¢ pod reka

;40 9 . 9 1 - cos2z 5 1+ cos 2z
sin“z + cos“x = 1 sSIN"x = 5 COsS" I = 5
Pl Schemat wyboru
Przypadek A — Przypadek B — Przypadek C — |
nieparzysta potega sinusa nieparzysta potega cosinusa obie potegi parzyste
|
» zostaw jeden sinz, » zostaw jeden cosz, * uzZy] wzorow z potowa kata. |
» zamien pozostate sin® * UZyj cos’z = 1 —sin® z, ‘ |
przez 1 — cos’z, » potem podstaw u = sin z. | |
* potem uzy] u = cos . |

. E) Przyktad krok po kroku

Oblicz: f sin® z cos® z dx

(1) Potega sinusa jest nieparzysta.
(2) Rozdzielamy: sin® z = sin’ z - sin .
(3) Korzystamy z: sinz = 1 — cos® z.
(@) Otrzymujemy: f(l — cos” ) cos® z sinz dz
(5) Podstawiamy: u =cosz, du= —sinz dzx
(6) Dostajemy: —f(l - 1;:2)1::.2 du = —f(u2 —u') du
3 5 3 5
U u COBNZ - COS T
Wynik: —— 4+ — 4+ C = — + + C
2% 5 & 3 5
I3 Jedno spojrzenie
sin ma nieparzysta potege? ——23 zachowaj sin x ——3| U = COST
cos ma nieparzystg potege? — zachowaj cos —d U =sinc
obie potegi parzyste? - uzyj wzorow z potowa kata
B Putapka

Nie stosuj automatycznie podstawienia przed sprawdzeniem parzystosci poteg.
Najpierw rozpoznaj strukture funkcji. Dopiero pézniej wybierz transformacje.
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MODUL 01

Podstawienia trygonometryczne

Gdy pierwiastek sugeruje trojkat, wybierz podstawienie, ktore usuwa pierwiastek.

n Kiedy stosujemy te metode?

Gdy catka zawiera pierwiastki w postaciach:

\/ﬂg—ﬂig, \/ﬂ2_|_:r2 : \/:{:2—{12,

warto rozwazy¢ podstawienie trygonometryczne.

ﬂ Dobor podstawienia

| Wyrazenie Podstawienie Tozsamosc
l
2 2 : i 2
\/{1 — T T = asinf 1 — sin“ 8 = cos“ @
I.._- . _— — —
| \/{124—:1:2 z=atand 1 + tan® 0 = sec? 0
2 2 2 2
x/:c —a T = asech sec°f — 1 =tan" 0@

Idea
Nie chodzi tylko o ,wstawienie” funkcji trygonometrycznej,

B —a
==
T

ale o to, by pierwiastek staf sie prostszym wyrazeniem.

4 Przyktad krok po kroku f V9 — 22 dz

(1) Mamy postac m, wiec wybieramy: x = 3sinb

(2) Rézniczkujemy: dr = 3 cost db

(3) Uproé¢ pierwiastek: V9 — 22 = /9 —9sin280 = 3 cosb

(@) Podstawiamy do catki: f VO — 22 da = f[?r cos#)(3 cos ) db
= "El'f cos” 6 df

® Uzywamy tozsamosci: cos® f = L+ (;GH 20

(6) Catkujemy: 9[ s [;3 2 df = gﬁ' + gﬁin 20 + C

B Powrét do zmiennej
« 0= arcsin(,—ﬂ;)

£Z

e sinf =

» sin260 = 2sinf cosf

2z v 9 — z?

9
Ostateczny wynik:
fﬂ..fH —z?dx =
=& VOEZ.. -g-arr:sin(i) + C
2 2 3 |

B Trojkat pomocniczy

UWAZAJ
Po catkowaniu w 6 zawsze wroc do zmiennej .

Nie zostawiaj odpowiedzi tylko w postaci wyrazenia w 6.

I - - = - —
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MODUL 01

Rozklad na ulamki proste

Zamiast catkowac trudny utamek wymierny, rozbij go na kilka prostych.

n Kiedy stosujemy?

Rozwazamy catke utamka wymiernego
P(z)
Q(x)

gdzie P(x) i Q(z) sa wielomianami.

dx,

o Najpierw sprawdz: deg P < deg Q.
Jedli nie, wykonaj dzielenie wielomiandw:
P(x) R(z)

0@ = W(z) + m, gdzie deg R < deg ().
R(x)

Catkujemy osobno Wiz) i :
ujermy (.} Q[I}

ﬂ Najprostszy przypadek
Jesli mianownik rozktada sie na dwa rézne czynniki liniowe:

Q) = (z— a)(z - b),
to
Plx) A B
(z—a)(z-b) z-—a %

> —b

Przyktad krok po kroku

Oblicz: f e,
(x —1)(xz + 2)

b+ 1 A B

(1) Zaktadamy rozktad: !
&+ 2

(z — 1)(z + 2) -1
(2) Mnozymy obie strony przez (z — 1)(z + 2):
S5c4+1=A(z+2)+ B(z-1)
@ Rozwijamy prawa strone:
S5tr+1=(A+ B)xz + (2A - B)

(4) Poréwnujemy wspdtczynniki przy z i wyrazy wolne:

{A+B=5

2A- B =1

@ Rozwiazujemy uktad:

2 ~25Y :}{P’AZE => A=2,B=3

2A-B =1 A+ B=5
(6) Zapisujemy rozkiad: 5z + 1 Sl e
(x=1)(x + 2) r=1 z+42

(7) Catkujemy:
/ 2 dm=/ £ dx + 8 dax
(z—1)(z+ 2) z-1 x+ 2

[ =2In|lz-1|+3Injzc+2|+C

" ﬂ Inne typy mianownikow

-

Czynnik liniowy (prosty) Czynnik liniowy (wielokrotny) Trojmian kwadratowy nierozktadalny
(z —a) (z — a)? z? + px + q
A A g B Az + B
T —a r—a (z—a) T2+ pr +q
Nie pomijaj wartosci bezwzglednej: B Schemat dziatania
f i E 1 :
de =Injlz—a|+C - P(z)
f o | | | utamek wymierny 0()
Nie wolno pisaé In(x — a), bo dziedzina logarithmu {
jest ograniczona do liczb dodatnich. | : : i
5 J g 5 @ rozktad mianownika Qlz)= ="
'
() Pamigtaj | E;g utamki proste _A B
t"'ﬁ_” .r"“ Ostateczny wynik zawsze zapisujemy jako : ) 2—-¢

sume logarytmow wartosci bezwzglednych
i statej catkowania C'.
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MODUt 01

Podstawienie: kiedy ,,Srodek”
funkcji ma swoja pochodna obok

Szukaj struktury f(g(x))g (x).

fl] (:) Idea

= Jesli catka ma postac f flg(x)) ¢ (x) dx | wybierzemy u = g(z),

to du = ¢'(x) dx, a catka zamienia sie w ff[u} da.

\

u = g(z)
}
du = ¢'(z) dz

1
[ $o@) g @) dz = [ fw)du

-

B Sygnaty, ktore warto zauwazyc¢

‘[E:.r:(:r2 + 1}5 dx

|
|
|
L

K] Przykiad 1
ffZI(iITZ - 1)5 dx

(1) Wybér: u=zxz%+1
(2) Rézniczka: du = 2z dx

(3) Podstawienie:

fZ.:-:{,rz + 1)’ dz = f-u.r’ du

6

= L
f'u." du = — + C

6

(4) Catkowanie:

(5) Powrét do z: (.132 i 1)*5

6

+ C

E Przypadek mieszany
/;r In(z? + 1) dz @

322
/ 3 dx
v + ?

Czy pochodna ,srodka” funkcji wystepuje doktadnie (albo prawie doktadnie) obok?

(1) Wybér:

Rozniczka:

[
0

(3) Podstawienie:

Cho¢ obecnosc logarytmu moze @
y . i v,
sugerowac catkowanie przez czesci,

= podstawienie u = x° + 1 jest szybsze.

(5) Powrét do

-

A
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Catka pomocnicza:

/EE*“ dx ‘ /{:(35(51‘) dz

brak statej

2
f re' dx

Przyktad 2

Wybér: u = z?
Rézniczka: du = 2x dx
Przeksztatcenie; T dr = l} du
- =4 I =
Podstawienie: re® dr = 3 e du
. | |
Catkowanie: — fr;'" du = — e+ C
2 2
Powrot do x: % El"‘g £ (O
9
u=z°+4+1
du=2xdr = =xdz= l} du

fh;-:lniz.r2 + 1) dz = % /ln u du

[ln udu =ulnu —u+C

2@+ 1) In(2+1) - (22 +1)] + C

Jedno zadanie moze wymagac wiecej niz jednej techniki.

Lepsze pytanie brzmi: Jaka metoda uprosci nastepny krok?

~




MODUL 01

Wzory redukcyjne

Zamien catke z wysokg potega na podobna catke z nizsza potega.

n Co to jest wzor redukcyjny?

Wzér redukcyjny pozwala wyrazic catke [, przez prostsza catke,

np: dp_q Wb I o

I, = prosty skfadnik + kI,_, Ilub [, = prosty skladnik + &1,,_,

E Klasyczny przyktad
Niech [,, = fﬂ:” e’ dzx.

Stosujemy catkowanie przez czesci:

y=7z" dv = e* dr

n—I1 T

du = nx dr v =e

Z narzedzia catkowania przez czesci f udv = uv — f v du
otrzymujemy:

Iy = age® = fﬁ‘” .nz" "V dz

z"e* —n f " et dr = 2"e® - nl,_;

Wzor redukcyjny:

L H H
. =gl e —=nl

B Jak tego uzywac?

Zaczynamy od I3 i redukuiemy krok po kroku:

o Ig — :1?3 e’ — 313
> Ij._‘i, = IITE e’ — 211
= I} = ze® - I
=5 I = &

Po podstawieniu kolejno wzwyz otrzymujemy:

f:}:ﬁe‘r dxze‘r($3—3$2+ﬁﬂ:—ﬁ)+c

13 - PODSUMOWANIA Z ANALIZY MATEMATYCZNEJ 2

ﬂ Po co wzory redukcyjne?

* Sa przydatne, gdy w zadaniu trzeba
podac wzor na catke dla dowolnego n.

e Sprawdzajg sie, gdy potega jest wysoka.
* Dziataja, gdy struktura catki sie powtarza.

* Pozwalajg unikngc dtugiego wielokrotnego
catkowania przez czesci.

Zapamieta;
Jezeli po pierwszym kroku otrzymujesz

prawie te samga catke, tylko z mniejszym
wyktadnikiem, prawdopodobnie da sie
utworzy¢ wzor redukcyjny.

B Schemat redukcji

Redukujemy problem az do przypadku
podstawowego.



MODUL 01

Zadania mieszane: jedna calka,
kilka decyzji

Najtrudniejsze zadania rzadko méwia wprost, ktorej metody uzyc.

Celem tego etapu jest nauczyc sie tagczyc kilka technik w jednym rozwigzaniu.

n Zadanie 1 fxz Inz dz 3 3 1
f.rln.rd. (T)lﬂr—f 3 *;l’fﬂ?
* Rozpoznanie: iloczyn wielomianu i logarytmu. s ( I:;) - 1 20
* Metoda przez czesci (LIATE): el o 3
3 i

u=Inz dv = z° dx = (%) Inz — % . % +C : 2

g B = B r3 z3 (?)lnl_?}_-i-c

.tl_r.,—E T e:—? =(:E,)[nl__§_+c '

Zadanie 2 f T x _ 1
a Tr® [k [y

£

 Rozpoznanie: w mianowniku z* + 4, ol f l . l i
a w liczniku pochodna 2x (prawie jest!).
* Stosujemy podstawienie. = 2 f u ' du
u=z*+4 du = 2x dx
= —In|u|+C 1 5
1 .12 I — Eln[.r:'+f-1}+{?
Id.—!',=§{fu ZEII{JI'E+4}+C

B Zadanie 3 — wybér miedzy metodami f’r Vz*+1dz

» Choc pojawia sie pierwiastek, nie potrzebujemy f zva?+1lde
podstawienia trygﬂnnmetrycznegu s /'”T s
Zauwazmy, ze —— {;1: +1) = 2z.

I
==
‘H

1 L)
 Stosujemy pﬂdStEWIEI'HE. ) f u’t du
. 1 %
=224 1 du = 2z dr =5 (T) +C e 5
1 ! 2 — E(Pl+])}1+{:
xpe = 5du = (@ +1)7+C
ﬁ _\Nie wybieraj najbardziej zaawansowanej metody.
"/ Wybieraj naiprostsza metode, ktéra pasuje do struktury catki.
y j nNaj| pasuy) y
5 5 PIERWIASTEK
ILOCZYN? WNETRZE + POCHODNA? : SPECJALNEJ POSTACI?
L ! .
przez czesci ? podstawienie i rozwaz podstawienie
5 : trygonometryczne
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MODULE 01

Jak wybra¢ metode catkowania?

Nie zaczynaj od rachunkéw. Najpierw rozpoznaj strukture.

START:
patrzysz na catke

v

5

Q

N\ ( )

Czy widac funkcje z jej pochodng? TAK N pPODSTAWIENIE
f(e(2)d' () o g e
g f 2z cos(z?) dzx

IR
Czy wystepuje iloczyn funkcji TAK CALKOWANIE
réznych typow? > PRZEZ CZESCI
xe®, zsing, zlnz,... u - dv

L NIE _ oA R

TAK _®  ULAMKI PROSTE

Czy masz funkcje wymierna?

: 8
P(z) o uprosé (skrac)
» podziel wielomiany
Q(z) :

roztéz mianownik na czynniki
roztéz na utamki proste

l NIE

Sprawdz parzystosc poteg:

Czy wystepuja potegi sinz i cosx? TAK
sin™ 2 cos™ Jedna potega .?'.ECI'IDW&] jeden r:zynmk
nieparzysta =  ipodstaw: u = sinz lub
i = COS5.T
Obie potegi 2. uzyj wzorow
parzyste z potowa kata
l, NIE
Czy wystepuije jeden z pierwiastkow: TAK g K\-\ “:” l%“erI' s
. TRYGONOMETRYCZNE
el 2 a2 2 ] 2 i
W=y a” +z°, & =g~ rz=asint, x=atant itp.
l NIE ,_
i (3 WROC DO WYBORU METODY
Czy po pierwszym kroku catka nadal TAK ~/

» ponowne catkowanie przez czesci
» wzor redukcyjny
» kombinacja metod

ma podobng strukture?

l NIE

Nie pasuje zaden powyzszy przypadek?
Sprobuj modyfikacji: algebraiczne przeksztatcenia,
rozwiniecia, sztuczki (np. dodanie i odjecie wyrazu).

Co jest najbardziej charakterystycznym elementem tej catki?
Znajdz go - to podpowie Ci metode.
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KOLEJNOSC MYSLENIA

@ Czy moge uproscic
algebraicznie?

@ Czy widze gotowe
podstawienie?

@ Czy struktura sugeruje
specjalng technike?

@ Czy wynik pierwszego
kroku jest prostszy?




MODUL 02

CALKI NIEWLASCIWE
[ ZASTOSOWANIA CALEK

Kiedy zwykta catka ma nieskonczong granice,
problematyczny punkt albo opisuje realng wielkos¢ geometryczna

W tym module opanujesz:

« catki na przedziatach nieskonczonych,

« osobliwosci wewnatrz lub na koncu przedziatu,
 zbieznosc | rozbieznosc catek,

« kryteria porownawcze,

+ pola obszarow,

+ objetosci bryt,

« dtugosc tuku,

* interpretacje geometryczng wyniku.

IR |

y = f(x)

| ——— }.
0 1 66 X

Najpierw ustal,
czy calka istnieje.

Dopiero potem licz.
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Calki niewlasciwe z osobliwoscia

Jesli funkcja ,wybucha” w punkcie przedziatu, dzielimy problem i uzywamy granic.

n Co to jest osobliwosc?

Definicja dla osobliwosci na koncu przedziatu

. SR
Osobliwos¢ to punkt, w ktérym funkcja nie jest Jesli funkcja ma osobliwo$¢ w lewym koncu a:
okreslona lub nieograniczenie rosnie. b
! flz)dz = lim f f(z) dz
Przyklad: f(z) = — w poblizu z = 0 a t—a’t
vz
Funkcja dazy do +o0 gdy = — 07, wigc calka Jesli funkcja ma osobliwos¢ w prawym koricu b:
1
] 1 i jest niewtasciwa. : , :
0 VT f(z)dz = lim f@)dz
A J il t—b— a
. i
B Przykiad : n Osobliwos¢ wewnatrz przedziatu
Obliczamy catke niewtasciwa: L fF h
] 0 Vz Jesli punkt problematyczny ¢ nalezy do (a, b), |
e . M A
W, Stc:su;er'ny definicje (osobliwos¢ ":'h’ = 0): to dzielimy catke na dwie czesci: |
f _d£=¢23+ft 3 de b 2 b
(2) Obliczamy catke nieoznaczona: ] flz) dz = / f(z) dz + / f(z) dz
L] £l L
f:z:'% dr = 2v/z
(3) Podstawiamy granice: Badamy kazda z nich osobno. |
+ B3, . s
.,E,‘g;. 2vz], = hm (2-2v) Cata catka jest zbiezna tylko wtedy,
(4) Obliczamy granice: 11m+ {2 - 2v/t) = 2 gdy obie czesci sg zbiezne.
t—0
. s )
Catka jest zb [ o= dz = 2]
[ atka jest zbiezna | ST @ ) | )
B Przyktad strukturalny
Rozpatrzmy catke f — dx z osobliwoscigw z = (.
= o . s 1 0 1
1) Dzielimy na dwie czesci: f e I 1S
y ]Ida flw?d‘ﬁ'j.; — dz
= 2 0 ; t
\2) Lewa czesc: f_l =3 dr = Ei_‘lrla"l_ f—1 o fm—? dr = — }t_
= t
B3) Obliczamy lewa czeéé:  lim [_ .1.] = it (_ O 1) — Goo = feibieina
t—0~ L . £—0— t
—~ | 1 1
4, Prawa czesc: f — dx = lim / r~? dx lim [— l:| = lim (—- 1+ l) = +00 - rozbieina
I t—0+ Jt t—0+ x ] t—0+ t

5) Whniosek: [ Obie czesci sq rozbiezne, WIQC f

— dax jest rozbiezna.

&

UWAZA)!

——

.,

Nie ,przeskakuj” przez osobliwosc, podstawiajac granice do zwyklej catki.

Najpierw zidentyfikuj punkt problematyczny, podziel przedziat | zapisz odpowiednie granice.
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Calki niewlasciwe z nieskonczona granica

Symbol oo nie jest liczba. Dlatego uzywamy granicy.

i Definicja (2 Przyktad zbiezny
: g
Zbadajmy catke fl o dz.

00 b
/ﬂ f(z)dz = E}Lrif; f(z) dz flmld.r el

- b—=oo J1
ey . N ok B ; ! 110
Jesli granica po prawej stronie istnieje i jest skonczona, = Jlim [— ~ ]
: e ¥ b—oo r Ji
to catka niewtasciwa jest zbiezna. :
= lim (— L 1)
- Jedli granica nie istnieje lub jest réwna oo, b— o0 b
to catka niewtasciwa jest rozbiezna. =1
I B 2 | i)
\ J Catka jest zbiezna i j; o diz = 1l¢
)
B Przyktad rozbiezny ﬂ Bardzo wazny wzorzec
. =1 r’” Y
Zbadajmy catke fl 3 dz. o
o 4 b Dla catki [ — dz:
/ s = tm ) Lids . TP
] b—ooo J1 &

lim [ln m] ?

b—00  /Zbiezna, gdy p>1
= lim (lnb—lnl) o
b— o0 * Rozbiezna, gdy p <1
= lim Inb= o0
b— o0 : :
(to tzw. kryterium p-szeregéw)

{ A Catka jest rozbiezna (dazy do o0). } \ |
B Graficzna interpretacja

1 : 1 i P

= pole skonczone — — pole rosnie bez ograniczen
Y A yp "
T
\i\x\\»
- AT
0 ; 0 1 by bs T
Pole obszaru pod wykresem od 1 do oc jest skonczone Pole obszaru pod wykresem od 1 do b rosnie bez ograniczen,
— catka zbiezna. gdy b — oo — catka rozbiezna.
B Uwaga!
== = ; ; R
f Nie zapisuj catki niewtasciwej w postaci F'(oc) — F'(a).
Poprawna metoda wymaga wprowadzenia gornej granicy b i obliczenia granicy:
oo b
f fii2)der= lim f f(z) dzx.

! a b—oo Ja )
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MODUt 01

Jak badac¢ zbieznosc¢ bez
dokladnego liczenia catki?

Poréwnaj trudng funkcje z prostg funkcjg, ktorej zachowanie juz znasz.

K} 1dea poréwnania
Jesli dla dostatecznie duzych z zachodzi 0 < f(z) < g(x)

i / g(z) dx jest zbiezna, to / f(z) dz jest zbiezna.

3 W druga strone

| Jesli dla dostatecznie duzych z zachodzi 0 < g(x) < f(x)

i f g(x) dz jest rozbiezna, to [ f(z) dz jest rozbiezna.

B Funkcja wzorcowa

; 1 = =l . g
Wez f(z) = —. f — dz jest zbiezna dla p > 1,
1

i aP

Pamietaj; T b
f > dx jest rozbiezna dla p < 1.
L.

ﬂ Przyktad porownania bezposredniego

]

: dx.
2 41 =

Zbadaj zbieznosc¢ catki f
1

1 . 1
241 "z

Dla z > 1 mamy z2 + 1 > 22, wiec

el
Poniewaz f 3 dz jest zbiezna (bo p =2 > 1),
1

to z kryterium poréwnawczego / dz jest zbiezna.
1

H z? +1
B Graniczne kryterium porownawcze

~ Jedli f(z) > 0, g(x) > 0 dla dostatecznie duzych x oraz

b
lim M = [
=00 g(;I!] :
i 0 < L < oo, to catki niewtasciwe f(z)dz i f g(z) dz

il €l

maja takie samo zachowanie (obie s3 zbiezne albo obie rozbiezne).

{ ~\ Ktora potega naprawde decyduje o zachowaniu funkcji?
1 '\.‘1 |

43 + 21 43 4 1
Przyktad: Ay MR
/ FETEIL A

Zachowanie jak 7_15 - tutaj p = 3 > 1, wiec catka zbiezna.
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S/ Dla duzych x liczy sig najwyisza potega w liczniku | w mianowniku.

=1 Funkcja wzorcowa - podsumowanie

p>1 zbiezna

p<l1 rozbiezna

ﬂ Przyktad graniczny

Wez f(x) = ;-:_12 | porownaj z g(z) = :1%
Obliczmy granice:
T+
3
lim f_{*:-:} = lim = k.
T=00 q(:i?]l =00 i
IE
2
: 1
- i, S0 g

r—+0 I° + 2

Mamy 0 < 1 < oo, wiec z granicznego
kryterium poréwnawczego catki majg
to samo zachowanie.

o

L 1 : .

Poniewaz / o dz jest zbiezna,
1 L.

* x+1 : o
to 5 dz jest zbiezna.
1 2°42

To samo myslenie wroci
przy szeregach liczbowych.

. ‘ L.
Poréwnamy wyraz ogolny a, -

* jeslia, < E—F dla p > 1 - szereg zbiezny,

o jeélia, > :l—p dla p <1 - szereg rozbiezny.




MODUt 02

Pole miedzy wykresami

Najpierw ustal, ktdra funkcja jest wyzej. Dopiero potem catkuj réznice.

Cel strony: Nauczyc¢ poprawnego ustawiania catki dla pola obszaru ograniczonego przez dwa wykresy.

n Gtowna zasada

Jesli na przedziale [a, b] zachodzi f(z) = g(x), B Rysunki pomocnicze - przyktad
to pole obszaru ograniczonego wykresami y = f(z) i y=g(z)
WYNOoSsi

Wykresy funkcji y=z i y = 22 na 10, 1]

b
BE f [f(2) - g(x)] da.

YA Inew
Zawsze: funkcja gorna — funkcja dolna. L
“ . J
I zsrssscssscssih
B Co trzeba zrobic przed catkowaniem? :
~ I
@ znajdz punkty przeciecia wykresdow; :
(2) ustal przedziat lub przedziaty catkowania; |
|
@ sprawdz, ktora funkcja znajduje sie wyzej; |
(4) zapisz gérna — dolna; :
(5) oblicz catke. — y=2"
r |
E) Przyktad krok po kroku ' =
: 0 1 x
(1) Rozwiazujemy réwnanie przecigcia: z=z° = z(z—1)=0
Sth punkt'y' pl’IEEief.‘ia: r=1{ oraz z=1. Na Ca*ym przedzlale [01 1] mam}r T E II'E‘
@ Przedziat catkowania: ['Ij-,, 1] : WIQC gérna jest Y= T, a dﬂlna Yy = &:2_
@ Sprawdzamy, ktéra funkcja jest wyze,.
2
Dla x = l mamy l > (l) = 1, wiec = > x° na 10,1].
4 : . 4 5 Obszar miedzy wykresami (pole zacieniowane)
Funkcja gérna: f(x) = x, funkcja dolna: g(z) = x~.
1) Zapisuj tke pola: A .
@_, Zapisujemy catke pola : , ¥ y=x
= / (z — IE) dx L
0
(5) Obliczamy catke: ) PESSECESSR SRS TNE :
2 3711 2 3 |
2 3 Jo 2 3 2 3 6 1
1
{ 1 ™ |
= l
12 G |
g = = — |
|
ﬂ Gdy wykresy zmieniaja kolejnos¢ -~ y=32
Jesli na [a, b] istnieje punkt wewnetrzny ¢, w ktérym funkcje : >
zmieniaja kolejnosé, to catke dzielimy na dwie czesci: 0 1 X

c b
P=/ [f(z) — g(a)] dx+[ l9(2) = f()] da.

Nie wolno pozwoli¢, aby dodatnie i ujemne fragmenty
wzajemnie si¢ skasowaty.

i . &
Pole obszaru zacieniowanego wynosi 5"

UWAZAJ:
Catka oznaczona moze dac wartos¢ ujemna, ale pole geometryczne nie moze by¢ ujemne.
Dlatego przed zapisaniem catki zawsze ustal kolejnos¢ funkcji.

h,
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MODUE 02

Objetosc¢ bryl obrotowych

Obrdc obszar wokot osi i zamien geometrie na catke.

@/" Cel strony: Pokazac¢ dwie najczestsze metody obliczania objetosci bryt obrotowych:
metode krazkow/pierscieni oraz metode powtok walcowych.

n Metoda krazkéw ﬂ Metoda powtok walcowych
Jesli obszar pod wykresem y = f(x) na przedziale [a, b] Jedli obszar na przedziale [a, b] obracamy
obracamy wokaot osi OX, to promien przekroju jest R(x) = f(x). wokot osi OY, to objetosc powstatej bryty
Pole przekroju: A(z) = [f [;1.'}]"'!. Zatem objetosc: mozna obliczy¢ ze wzoru:
b ‘ b
V:?Tf [f(2)]? dz V=Eﬂ'[ z f(x) dx
\ a ) ! a
E Metoda pierscieni Schemat jednej pmi.r’rc:ki:
Jesli przy obrocie wokét osi OX promien zewnetrzny to R(x), promien X wysnknéé
a wewnetrzny (), to pole przekroju: . \I« .L
A(z) = nR¥(z) - mr?(z) = 7 [R3(x) — r(a)].
Zatem objetos¢:
' b 5 5
3 W./ﬂ URile) S (g B Jak wybra¢ metode?

I przekroje
E) Przyktad krok po kroku bty .
plerscienie

Obracamy obszar pod wykresem y = r na 0 < & < 1 wokdt osi OX. do osi obrotu

e

{
L

Funkcja: y=z (na [0, 1])

o

¥ _ przekroje
(2) Promien przekroju: R(z) == P atals 5 réwnolegle
(3) Objetosé metody krazkow: ] f’ : do osi obrotu
1 P - n
V:arrf :.-:'3.-:£:.-:=ﬁ[~'-]f—} = — 1’:’3'
o 3 o 3 | )

B Wizualizacja metod

ﬂ Krazki / pierscienie (obrét wokol osi OX) E Powtoki walcowe (obrét wokét osi OY)
y 4 Y A s
: T
y = f(z) e —>
(IR (@)
R - i @
' 1] - 1
() a x x+dr b T () T \l\;"l.—-——""'//
iz Najczestszy btad: uzycie samego f(z) zamiast [f(x)]* w metodzie krazkéw.
Zapamietaj: pole kota = w1, dlatego w catce pojawia sie kwadrat promienia.
! : — _ e J
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MODUt 02

Dtugosc¢ tuku
Catka moze mierzyc¢ nie tylko pole, ale takze dtugosc¢ zakrzywionej linii.

n Wzoér B Skad bierze sie ten wzor?

e : W 1 Rozwazmy bardzo maty element tuku miedzy punktami

Jesli y = ._f(il?) Jest funkcjg rozniczkowalng (z,y) i (x + dx, y + dy). Z twierdzenia Pitagorasa:
na przedziale a < z < b, to dtugos¢ tuku

jej wykresu wynosi: ds? = dz? + dy® = (E)E =i (dzf)
dx dx

- = ds=4/1+ @ Eufz:z V1+ [f(x)]? de
e f 1+ @] de \/ (d“;,)
\ J =% sza d3=j; \/1+[f"{3:)]2 dx

k.. =

B Prucedura ﬂ Prosty przyktad

@ Policz f(zx).

Znajdz dtugos¢ tuku wykresu f(x) = 2x na przedziale 0 < z < 3.

5 fi(z) =2
(2) Podnies f'(z) do kwadratu. 3 3
| L:f V1+ [f'(z))? da =f V1+ 22 do
(3) Dodaj 1. 0 0
3
@ Wstaw pod pierwiastek. =[ \/*_i dr = \/5 {3:]3 = 3\/5
| 0
L® Catkuj na zadanym przedziale. ! T 3\/5

éi Kontrola geometryczna

Wykres y = 2x na przedziale 0 < x < 3 to odcinek taczacy punkty
(0,0) i (3,6). Dlugos¢ tego odcinka z twierdzenia Pitagorasa:

V(3=0)2+(6-0)2 = V9+36 = V45 = 3v/5

Wynik zgadza sie z catkowaniem.

B Dlaczego ten wzor dziata? Intuicja geometryczna

Element tuku — bardzo maty odcinek Przyktad: prostay =2z na0 <z <3

U A A
(z + dz, y + dy) Y

(3,6)

y = f(x)

: » T
Z twierdzenia F'itagr:nrasa ds® = dz? + dy?.

Stad ds = /1 + [f'(z)]? dz.

P

& UWAGA! Nie pomyl 1+ [f'(z)]? z 1+ f'(x).

Kwadrat pochodnej znajduje sie pod pierwiastkiem.
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MODUL 02

Calki na egzaminie:
co sprawdzi€ zanim zaczniesz liczyc?

Jedna strona kontrolna przed przejsciem do szeregow.

@ Cel: Skonsolidowaé oba pierwsze moduty i stworzy¢ szybka checkliste egzaminacyjna.

| Gdy widzisz catke nieoznaczong

* (Czy da sie uprosci¢ wyrazenie?
—&q * Czy widze funkcje i jej pochodng?

W — o Czy wystepuje iloczyn?

f = ==

o st * (Czy mamy funkcje wymierng?
N .

Czy wystepuja potegi funkcji
trygonometrycznych?

» (Czy pierwiastek ma postac sugerujaca
podstawienie trygonometryczne?

* (Czy metoda musi byc¢ zastosowana
wiecej niz raz?

B Gdy pytanie dotyczy pola

VA

/;—\/E/' Jesli kolejnosc funkeji zmienia sie
: | na przedziale [a, b],
podziel pole na podprzedziaty.

a b

B Gdy pytanie dotyczy dtugosci fuku

' b
I/\/ L=j; V1+[f(2) de

I a b

B Mini-test: Rozpoznaj metode

@ /;re‘”d;r ;
T+ D

- | -

Gdy widzisz catke niewtasciwa

o0
A. nieskonczona granica f f(z) dx

B. osobliwos¢ f(x) = o0

w punkcie przedziatu

* [ zawsze zamien problem na granice ]

ﬂ Gdy pytanie dotyczy objetosci

/—\/ gorna funkcja — dolna funkcja

2z 4 @]’mi‘]dz @ f{_ 3z + 4
: 1 -*'-
| - 5

@  Krazki: b
> Vzwf (Rzmrz)d:ﬁ

\..._______,_..-/I

"‘ * Powtoki:
V= K

b
= E:Irf (promieri) (wysokosé) dz
a f

1)@ +2)

L

lx ® fﬁi[‘lﬁICﬂSEId.’ﬂ
+

tozsamosc

catka niewtasciwa

przez czesci podstawienie

Jezeli rozpoznasz strukture poprawnie, potowa zadania jest juz wykonana.

+ granica

trygonometryczna
+ podstawienie

utamki proste

$» MODUL 03

Nastepny etap: od catek przechodzimy do ciggow i szeregow.
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MODUt 03

CIAGI I SZEREGI LICZBOWE

Nie pytamy tylko ,,ile wynosi?”. Najpierw pytamy: ,,czy to w ogole ma granice?”

@ﬁ’-’ Cel modutu: Nauczyc rozpoznawac zbieznosc ciaggow | szeregow
oraz $wiadomie wybiera¢ wiasciwe kryterium zbieznosci.

W tym module opanujesz: A1, A2, A3y ...5 Qp,

* granice Ciggow, l

* szeregi geometryczne;

 szeregip; Ciqg

* warunek konieczny zbieznosci;

o kryterium catkowe; &y o @ + @3 - v+
* kryteria porownawcze; l

* kryterium ilorazowe;

e kryterium pierwiastkowe; SZereg

* szeregi naprzemienne;

& ™\
*  zbieznosc bezwzgledng v ( Ciag bada wartoéci wyrazéw.
| warunkowa; : ,
b Szereg bada sume kolejnych wyrazow.
* wybor wlasciwego kryterium. L 4
00
[ >,
P =1
( Ap ) E Anp
Czy a, ma granice? Czy suma czesciowa stabilizuje sie?
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ZbieznoscC ciggow

Ciag jest zbiezny, gdy jego wyrazy zblizajg sie do jednej skoriczonej wartosci.

n ldea ﬂ Przyktad podstawowy
' ' D f
[ Dla ciagu (@) badamy granice lim a,. o= 1
"~. ’ n— oo L n
2 - Jesliistnieje liczba skoniczona L taka, ze |
: lim — =0
= A = n—vc0 M
to ciag jest zbiezny i piszemy a,, — L. a wiec a, — 0.
B lloraz wielomianow n Szybka reguta dla ilorazow wielomianow
2 .
a, = 3n” +2n —1 /) stopien licznika sl lim =0
5n® +n + 4 " < stopieri mianownika 60
3n? 2n 1 :
. w tw T w
= TE PRI ~ hm a, =
1:2 + f'g- =+ fy , Dzielimy licznik 2 ) stopnie réwne =5 e
; : i mianownik przez n”. iloraz wspétczynnikéw
9 = ey 4 wiodacych
= T . A
0% =4 =5 r el zwykle brak
! = = (3) stopienlicznika —  —> g 53c70nej granicy
340—0 3 > stopien mianownika (ciag roénie bez
lim a, = — = Zatem a, — =. =
Rt EL0+0 K 5 | ograniczen)
- = 3
B Przyktad ciagu rozbieznego B Bardzo wazne rozroznienie
| p
ax == @ a, — 0 nie oznacza, ze szereg Z a, |est zbiezny!
1
a4 = —1, as = 1, s = v-w-l, Ay = L o F’rzykfad: np = H {WiEI’I‘I}’, e qn — 'D]
Wyrazy nie zblizaja sie do zadnej liczby. Szereg harmoniczny: Z = jest rozbiezny.
! i B n=1
Ciag jest rozbiezny. To bedzie kluczowe na stronie 27.
Jak wygladaja wyrazy ciagu?
o 1 : ’
0.-! @ w-
1 % _1_ 3 4 | [ — PR o= e O
' ; _©® 4. 4 60> 0 ' ‘ ' ! ' ‘ >
| -1+ ®---------- & ---------- & -
Wyrazy zblizajg sie do 0. I Wyrazy ,,skaczg” miedzy —1 a 1.
Ciag jest zbiezny i a, — 0. : Ciag nie zbliza sie do zadnej liczby. Jest rozbiezny.
| g € ] y
2 — : =
& Ciag zbiezny bada wyrazy, a nie ich sume.
\
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MODUL 03

Dwa szeregi, ktore musisz rozpoznawac natychmiast

Szereg geometryczny i szereg p s punktami odniesienia dla wielu kryteriow zbieznosci.

n Szereg geometryczny Warunek zbieznosci Przyktad
00 ‘ Szereg geometryczny jest zbiezny == FiRP
n wtedy i tylko wtedy, gdy Z 3
GT | & -, n=I[)
n=>0 | ‘ ‘T“ <21 s g2id §= %
| . 4 1
@ — pierwszy wyraz Wtedy o i ";‘ <1 = szereg zbiezny
; n_ @ 1 3
r — iloraz Z ar = oo e Suma: - = =
n=>0 1 — = 2
Jesli |r| > 1, to szereg jest rozbiezny. Wynik: % I
n Szereg p B Najwazniejszy przypadek

— S S— — — -

| N Sty Dla p = 1 otrzymujemy szereg harmoniczny
Warunki zbieznosci:

00 1 = ,
| Z : ﬁ e p>1 = zbieiny Z ;

3 n n=1
e« p<1 = rozbiein
P = Y Szereg ten jest rozbiezny,

choc¢ 1 — 0.
T

ﬂ Przyktady do szybkiego rozpoznania

00 00 o0 o0 I
o 3! O Tk-Lh || ® B
3 & Ye-Lw 3.4 (5]
n=1 B n=1 ﬁ n=1 n=0 %
I = e | I — % 5% * szereg geometryczny
¢ szereqg zbiezny * szereg rozbiezny L= % <1 = zbiezny
Zapamietaj = L
= 1
Te dwa wzorce — Z ar” oraz T
=1 n=1
beda uzywane wielokrotnie jako szeregi poréwnawcze.
0 GEOMETRYCZNY SZEREG P
Wzorzec: Z ar” Wzorzec: LP
____________________ Ll S A AR R R s
Zbiezny, gdy |r| < 1 Zbiezny, gdy p > 1

& Granice krytyczne: |[r| =1 oraz p=1

L
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MODUL 03

Pierwszy test kazdego szeregu

Jesli wyrazy szeregu nie dazg do zera, nie ma sensu szukac bardziej zaawansowanego kryterium.

n Warunek konieczny ﬂ Najwazniejsza interpretacja
00 ) — S
Jesli szereg Z a, jest zbiezny, Jesli | ,}1_;“;3 a, #0 | lub il-ﬂ an  nie istnieje,
n=l e W o L
to koniecznie lim aq. = 0 = : L
S to szereg Z a, jest rozbiezny.
\ | L n=1
Przyktad n Bardzo wazna putapka logiczna
Rozwazmy szereg i i : | Z faktu lim a, = 0 nie wynika,
4 n+3 n—oo
Obliczamy granice wyrazow: Ze szereg Z a, jest zbiezny.
1 + 1 n=1
lim — Lk = lim 2 = : Przyktad:
n—oc 2N + 3 n—oc 9 -} E 2
n 1 o Jil
a, == = lm = =i
; - 1 . Eor n n—oo 7
| Poniewaz 5 # 0, szereg jest rozbiezny. -
innego kryterium! n=1
B Poprawny schemat myslenia E Mini-przyktady
(T R | | —~ 3n
gel r}ﬂ a, # 0 — Slprawdz Ly Jedli lim a, =0 @ Z n i
lub granica nie istnieje lim a, B s
: W, n—00 n
- l AT ‘ly Ll

—+ rozbiezny.

ROZBIEZNY NIE WIEMY JESZCZE oot
uzyj kolejnego kryterium Z 1

= né +1
1
Pierwszy test — szybka sciezka decyzyjna Oy = s 0

—+ test podstawowy niczego

nie rozstrzyga.

# D i o e —— =
lub =0 ¢
nie itnieje @ Z g
!
ID7 DALE | Wyrazy nie maja granicy rownej 0
g (oscyluja miedzy 1 a —1).
ROZBIEZNY uzyj kolejnego y H. .e y )
i i kryterium -+ rozbiezny.
(koniec analizy)
B WAZNE! 4 Poprawnie:
Nie pisz: a, = 0 = Z a, zbiezny. Z & bty = =
n=1

To fatsz. y

(Warunek konieczny.)
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MODUL 03

Kryterium caltkowe

Zamien pytanie o szereg na pytanie o catke niewtasciwa.

Kiedy mozna uzyc?

‘ Niech a,, = f(n), gdzie funkcja f(z) dla dostatecznie
- duzych z spetnia warunki:
¢ f(z) > 0 (dodatniosc),
‘ * f(z) jest ciagtana [V, 00) dla pewnego N,
o f(m) jest malejaca na [N} 00).

0 o
Wtedy szereg Z a, i catka niewtasciwa / f(z)dz
| =N N

 majg ten sam charakter: oba zbiezne albo oba rozbiezne.

Klasyczny przyktad

O
1 1
Bad —. Weim = —,
adamy szereg r; —5- Wezmy f(z) =
Funkcja f jest dodatnia, ciggta i malejgca dla z > 1.
Obliczamy catke:

/ — dz = [——] =1 (zbiezna)

o0
Zatem szereg Z iﬂ jest zbiezny.

n=1 T* n=1 =
s e o f _m_i_ = s : £ Cﬂ_l i e _ﬁ|
{o WYNIK: b7 2 jest zbiezny. ‘ 6 WYNIK: ) — Jest rozbiezny.
n=1 | n=1 )
Dlaczego to dziatfa intuicyjnie? ﬂ Obraz intuic;ji
Dla funkcji dodatniej i malejacej prostokaty o wysokosciach g
f(1), f(2), f(3),...iszerokosci 1 tworza schody, \ L f(n) =a
ktére lezg nad wykresem f(x). Ich suma pél to Z A, e
o0
a pole pod wykresem od NV do oo to |  f(z)dx. == / — e
» Jesli pole jest skonczone, to suma prostokatow tez jest i -
skonczong — szereg zbiezny. i i !
E Tles',ii F’DIE ji:%Si nieskonczone, to SI:.IH:'IEI prostokatow tez ol 1 9 3 1"1 P _|l 1 ! ;
jest nieskoriczona — szereg rozbiezny.
Uwaga! B  Skrot egzaminacyjny
i . = L i B ; 1
Nie wystarczy z_':'_bacz\"rc an = f(n) ") Jezeli widzisz cos podobnego do —,
Trzeba sprawdzic: Il / L nP
=  mozesz od razu uzyc¢ wyniku:

* dodatniosd,
* ciggtosc (na ogonie),

* monotonicznos¢ malejaca.

L A
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Whiosek

o0
v .Jeieli/ f(z) dz jest zbiezna,
N

to szereg Z:‘; v @n jest zbiezny.

o0
o .Jeielif f(x) dx jest rozbiezna,
N

to szereg Zi y @n jest rozbiezny.

e

ﬂ Przyktad rozbiezny

3

o
1
Badamy szereg Z —. Wezmy fle)= :

n=1

Funkcja f jest dodatnia, ciagta i malejgcadla z > 1.
Obliczamy catke:

=2
/ = dzr = lim [
1 z b—oo

o0
Zatem szereg harmoniczny Z — jest rozbiezny.

b 3
]n::-:]l — I!:'ll,m Inb = o0
=0

(rozbiezna)

0

1
Z —p Jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy p > 1.

n=1



MODUL 03

Porownuj z szeregiem, Ktory juz znasz

W wielu zadaniach nie trzeba oblicza¢ sumy. Wystarczy rozpozna¢ zachowanie wyrazéw.

i S ™
n Kryterium poréwnawcze — idea W druga strone
Jesli dla dostatecznie duzych n Jesli dla dostatecznie duzych n
==
0 < a, < b, oraz szereg Z b, zbiega, 0 < b, < a, oraz szereg Z b, jest rozbiezny,
=] n=1]
to szereg Z a, rowniez zbiega. to szereg Z a, rowniez jest rozbiezny.
\ i > n=1 J
- — == N
B Z czym najczesciej poréwnujemy? n Przyktad poréwnania bezposredniego
: ; | o8, 4
Dwa podstawowe szeregi modelowe: | Zbadaj szereg Z ——
Szereg p-szeregowy Szereg geometryczny R 1 1 1
® 1 oo Poniewaz n® + 3 > n?, mamy e £ ==
3 z ar™ n*+3 n
- = fLag i i .
n=1 n=1 Szereg 5 zbiega, wigc z kryterium poréwnawczego
T
zbiega dla p > 1, zbiega dla |r| < 1, R _ 1 s Sl W
rozbiega dla p < 1. rozbiega dla |r| > 1. wnioskujemy, Zze szereg ,,Z_:; Tag rowniez zbiega.
£ a0 1
Whiosek: . zbiega. l
L J I o r;- ?13 + 3 g J
¢ " : - =
. < g | 4
Graniczne kryterium poréwnawcze B Przyktad krok po kroku
o i
i ; In+5
Jesli a, > 0, b, > 0 oraz Zbadaj szereg E ”:: :1 _
(1 n=1l
lim — =1L : et B B : 1
n—co b, (1) Dla duzych n zachowuje sie jak = = = wiec wybieramy b, = 3
Obli ice:
10 < L < 00, to szeregi Z 0l Z by @ K %‘;?Tﬂﬁﬁ 5
n=1 : 11 : TLE{EH + 5) 3 3+ n ‘
sg albo oba zbiezne, albo 'Dhﬂ rozbiezne. lim _ lim 3 = lim — =3
- 4 n—00 1 n—oc n? + 1 n—co ] 4 =4 |
. - n? o, g n
Jak szybku wybraf: b,? ' (3) Mamy 0 < 3 < oo oraz szereg 2 3 zhiega, |
Dl snasEn v SE :g TR At Tu@c z granicznego kryterium poréwnawczego
o = A I : > 3n+5 ;
dli S o Whiosek: Z : zbiega.
Przyktad: )¢ el e | A
14 2n == — =
'?:_ﬂ_:ri“_,_ dla duzych n zachowuje sie jak 2 g
n’ +1 B W granicznym kryterium poréwnawczym standardowy wniosek
4
T”? — ?3 , Wiec poréwnujemy z iﬁ wymaga 0 < L < oo.
L 3n 3n n 4 Gdy L = 0 albo L = oo, nie stosuj automatycznie wersiji
: »oba zachowuja sie tak samo”.
L LS 4 s = _J
‘ E Ktore porownanie wybrac?

# ™ T
Poréwnanie gdy fatwo uzyskac — - ~ - \
bezposrednie nierownos¢ a, < by, widze prosta TAK :

> i lub by < an nierownos¢? * PALSNIRES

" Graniczne | gdy wyrazy rosng ,podobnie” - = :
poréwnawcze —* (ta sama potega / ten sam typ), l NIE

- J ale nierdwnosé jest niewygodna — v "

______________________ widze podobne TAK I raniczne

/ r l I najwyisze potegi? = o0 -

& P(ﬂ) - Jwy poteg poréwnawcze

e = : ” - e

- Q(n) - l NIE

! atrz na najwyzsze potegi | A

i I_] _______ J B _}T_ & . _p_ _Q_g_ o, poszukaj innej metody

— — -
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MODUt 03

Kryterium ilorazowe

Szczegolnie skuteczne, gdy w szeregu pojawiaja sie silnie, potegi i iloczyny.

-

Cel strony: Nauczyé rozpoznawaé sytuacje, w ktérych kryterium ilorazowe
jest najbardziej naturalnym wyborem, oraz poprawnie interpretowac

otrzymang granice.

",

£ \

n Wzor |( Interpretacja wyniku

dla szeregu E a, badamy || [NjesliE <1 — zbiezny bezwzglednie
n=1 | 2 5
g g | jesli L>1lub L=o00 | — rozbiezny
n—0oo an
jesti L =1 > nie rozstrzyga

\ . ——
‘ &

B Kiedy warto uzyc? n Przyktad krok po kroku

Szczegolnie przydatne, gdy w a, Zbadaj szereg i i _

. - mii = 3?1'.
pojawiajg sie: n=1

" n! n+1)!
@ silnie n! @ An = 3—,11 An+l = (3n+1]
potegi a™ (dla a > 0) @ fntl _ (n+1)! 3" n+l

@ ap gn+l n! 3
potegi n™ +1
@) L = lim = s =

® iloczyny takich struktur s
(4) Poniewaz L = oo > 1, szereg jest rozbiezny.

#

-
Przyktad zbiezny

| J
— n!
e 2 = lest rozbiezny.
n=1 3

o0 2“
Zbadaj szereg z T E
n!

n=1 ==
@ on gn+1 ﬁ‘i Szybkie rozpoznanie
Gn = —, Qpy] = _—
n! (n+1)! ™ Jezeli widzisz n!, zadaj sobie pytanie:
? Shid . 2RT ol L 2 A/, Czy kryterium ilorazowe uproéci silnie?”
o (n+1)! 27 n+ 1 = Najczesciej odpowiedz brzmi: tak.
: 2
@ L = lim o = 0 &
n—=oo n
@ Poniewaz 0 < 1, szereg jest zbiezny bezwzglednie. Puiapka
y . Jedli L = 1, nie wolno napisaé
' o 2. on : Y ; & »zbiezny” ani ,rozbiezny”.
Z = jest zbiezny bezwzglednie. Wynik L = 1 oznacza tylko:
\ NS J kryterium ilorazowe nie daje odpowiedzi.
k. o s
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MODUL 03

Kryterium pierwiastkowe

Najbardziej naturalne, gdy caty wyraz szeregu jest podniesiony do potegi n.

n Wzor a Interpretacja
:

N I.-"'
00 |

dla Z a, badamy ‘ e [L<1 — zbiezny bezwzglednie.

e L >1 lubL =00 — rozbiezny.

i n/ |
[ L= lim |ﬂ'”| : } | e [L=1 — nierozstrzyga.
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n—00 |
\ St L. T — '
B Kiedy uzywac? a Przyktad krok po kroku
aw - . LW T 3 i ol e e S : e ™y
Przyktady (czesto spotykane formy wyrazow): @ Badariy.czaten i ( 2n+1 )n
. (2?14-1)“ | e )34
3n + 4 @ o _(2ﬂ.+1)“
( n n? L TR
@
n+1 ) \/ _2n+1
¢ " ® Vlal 3n+ " Fhkd
e pHM | 2n + 1 2
n L= N = =,
® amoo 3n+4 3
Gdy potega n obejmuje duzy fragment o g ]
R : n
wyrazenia, pierwiastek n-tego stopnia ( ¥y ) jest zbiezny bezwzglednie.
czesto natychmiast jg usuwa.
L —— — — o o
B Porownanie z kryterium ilorazowym
r . i
Kryterium ilorazowe | Kryterium pierwiastkowe
o najlepsze, gdy w wyrazach szeregu | n najlepsze, gdy na pierwszy rzut oka
° ; wystepuja: | ‘ widzisz postaé (...)", czyli catosé
silnie, potegi, iloczyny kolejnych podniesiong do potegi n.
| wyrazow.
\. s S
Putapka
ledli @, = (by)"; Tak samo jak w kryterium
n
te 4@l = |- ‘ & ilorazowym:
Whiosek: kryterium pierwiastkowe moze =M ;l? rn!zs'trzyga
radykalnie uprosci¢ zadanie. . a,__ A S
L "




MODUt 03

Szeregi naprzemienne i kryterium Leibniza

Zmiana znaku moze uratowac szereg, ktory bez znakow bytby rozbiezny.

Jak wyglada szereg naprzemienny?
= 5.8

Typowe postacie:

2

(=1)""b, lub

Z (_l]nbﬂ

n=1

n=1

|
gdzie b, = 0 dla kazdego n.

Znaki wyrazow:

oz T

+!_?+!_!+!_1"'

B Przyktad klasyczny

' Rozwazmy szereg harmoniczny naprzemienny:

i (==

1T rla (mamy b,, = 0).

@ Sprawdzamy warunek 1:
1 1

Elﬂ_+1 = m < 0 = hn dla n = 1.
| @ Sprawdzamy warunek 2:
i B, = lim L =g
i—+00 n—oo N
# b
‘ @ Oba warunki spetnione = szereg jest zbiezny. !
| = s

F

B Interpretacja wizualna

a Kryterium Leibniza

Niech szereg ma postaé Z (=1)*"'b,, gdzie b, > 0.
n=1

Jesli spetnione sg dwa warunki:

@ bhi1 < b, dla wszystkich dostatecznie duzych n

(czyli (b,,) jest nierosnacy od pewnego miejsca),
M - —

(2) lima b, =0,

L= 0
e,

to szereg jest zbiezny.

ﬂ Co jest tu niezwykte?

/

Szereg harmoniczny

! : Szereg harmoniczny
naprzemienny .

o0 o =
& L
n=]

— jest zbiezny. — jest rozbiezny.
e .
. Tg samg sekwencjg (H) z suma nieskonczona

< 7 ) mozna ,uratowac” przez zmiane znaku!

'.I e = '\-\.__|:

._M .-..ﬁ_.-

Zbieznosc naprzemiennego szeregu harmonicznego

nazywamy zbieznoscig warunkowa.

B Putapka

Suma czeéciowa Sy szeregu
naprzemiennego oscyluje

| naprzemiennie powyze;

i ponizej pewnej liczby granicznej S,

a amplituda tych oscylacji maleje

do zera. -

\

Btad oszacowania

F
|

=
o 4
.
en 4+
=g

| Samo wystepowanie (—1)™ nie wystarcza
do zbieznosci!
Zawsze sprawdz, czy:
e b, jest (od pewnego miejsca) nierosnacy,
e b, — 0.
Bez tych warunkow szereg moze byc rozbiezny,
nawet jesli naprzemienny.

‘ Dla szeregu Leibniza

[ |IRyn| < byt J

| Z (_l)n-l bn
n=1
(0 b, > 0 spetniajacym warunki 1 i 2)

 reszta po N wyrazach spetnia nieréwnosc:

I.
oty

gdzie Ry = S — Sy,

S — suma szeregu.

Pierwszy pominiety wyraz
daje szybkie oszacowanie

maksymalnego biedu.

dER)
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MODUL 03

ZbieznosS¢ bezwzgledna czy warunkowa?

Najpierw usun znaki i sprawdz, czy szereg nadal jest zbiezny.

r P
n Zbieznos¢ bezwzgledna WI B Zbieznosc warunkowa
> o0
Szereg El a, jest zbiezny bezwzglednie, jesli Szereg z a, jest zbiezny, ale
00 n=1
szereg Z la,| jest zbiezny. 5
= - szereg Z |{1n| jest rozbiezny.
Wtedy rowniez szereg Z a, jest zbiezny. n=1
n=1 L {
rd W Ty
Przyktad bezwrzgledny EI Przyktad warunkowy
o0 7 n o0 2 | n—1
Rozwazmy szereg Z ( nﬂ) : Rozwazmy szereg Z ( T: :
n=1 n=1
e 1 Szereg oryginalny jest zbiezny (kryterium Leibniza):
Usuwamy znaki: Z Fd 1 . et A
= N a, = — jestmalejacyi lim a, = 0.
n n=—+o00
= 1 NS o O
T -ty: e =2 > 1 i = —
o szereg p-ty n; == 2P Usuwamy znaki: ﬂ; - n; =
a wiec jest zbiezny. to szereg harmoniczny, ktdry jest rozbiezny.
: ot iy :
. a i . | " g . i o
[ o Whiosek: zbiezny bezwzglednie. tﬂr*’@wi Whiosek: zbieznosé¢ warunkowa.
B Hierarchia ﬂ Jak badac praktycznie? Putapka
TSaE fT% ¥ 4 A (1) Sprawdz szereg z modutem: Y |ay|. Nie uzywaj
zbieznos¢ v niestandardowego
bezwzgledna (2) Jesli jest zbiezny okreélenia
e . = —> szereg jest zbiezny bezwzglednie. ,zbiezny naprzemiennie”.
l (3) Jesli jest rozbiezny Prawidtowe kategorie to:
*-. —  wroc do szeregu oryginalnego. 2 iy :
W | zbiezny bezwzglednie
( zbieznosc )  Jesli szereg oryginalny jest zbiezny y BrEan
5 — zbiezny warunkowo. ¢ zbiezny warunkowo
ale nie odwrotnie o Jesli jest r-:_:nz.blezny. e rozbiezny
— rozbiezny. i 3
B Element wizualny
' B, : ,r" b
@ BEZWZGLEDNIE {; ; WARUNKOWO | ® ROZBIEZNY

Y a, jest zbiezny, |

Y lan| jest zbiezny.
ale Y |an| jest rozbiezny.

Y a, jest rozbiezny.

Usuwanie znakow nic

= ). a, jest zbiezny. Zbieznos¢ zalezy od znakéw. L% SN

SRS
Bezpiecznie usun znaki. Nie zmieniaj kolejnosci wyrazow!

L e

[ Niezbiezny.

|
. i & l'\. - i A
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MODUt 03

Ktore kryterium zbieznosci wybrac?

Nie testuj wszystkiego po kolei. Rozpoznaj strukture wyrazu a,,.

Q Cel strony: Stworzy¢ najwazniejsza mape decyzyjng catego modutu o szeregach.

B Petne drzewo decyzji

n Zawsze zacznij tutaj |
Oblicz lim ay,. Q | STARS

s Oblicz lim ay,
e Jedli lim a, # 0 — ROZBIEZNY T
T e B3
¥ ¥
® Jesli lim a, =0 — przejdi dalej . |
n—koo I't Pres) J | [ lim L1 N # 0 } lim 1y = 0
, Re— f | TS
— szereg geometryczny | \ J . P
| q&ﬁ | NIE |
1 :l
e Jeili a, = — - "
n¥ _:-:,-T,. — . . e — v + Czy wyrazy sa dodatnie
— p-szereg a, = ar" g = L | przypominajg prosty
— szereg n¥ szereg wzorcowy? |
| B Czy wyrazy sg dodatnie i przypominaja geometryczny pszeneg - ——
prosty szereg wzorcowy? | | TAK | NIE |
M. & 3n+1 | 2 Y S — l‘
. S . | # i
e em nd+ 7 porGwnawcze Czy widzisz silnie?
— porownawcze lub lub grapucene n! lub wiele poteg n?
graniczne poréwnawcze e r — :
: -h [ 7aK | | NIE |
|ﬂ Czy widzisz silnie? ~ ; e g
: , : kryterium Czy caly wyraz
Wystepuje n! lub wiele poteg n? 1 i aetie E :ﬂst:ﬁﬁ 2 ]
— kryterium ilorazowe “ TN T - -

3 ¢ TAK | | NIE

. ; o = = e ]

| B Czy caty wyraz ma postac (b,,)"? 5,/ e = i___ n
— kryterium pierwiastkowe pierwiastkowe | | Czy wystepuje (—1) ?}

" o .." b J

B cywystepuie (172 K - % - | { V& 5

Najpierw rozwai z lan|. /\/\./ najpierw Z | @ | Czy ap = f(n),

| gdzie f jest dodatnia,

o lesli zbiega — zbieznosé bezwzgledna. jeshi nie zbiega — g I,
ili nie zbi i ibni kryterium Leibniza | RO REIRCH:
e Jesli nie zhiega — kryterium Leibniza. ! . | -
¥ : =
— TAK |  NIE |

Czy wyraz ma postac f(n), gdzie 3 e AR - ==
f jest dodatnia, ciagta i malejaca? \ kryterium poszukaj innej :

i 5 % . catkowe metody
— moina rozwazyc kryterium catkowe J \ J

- , _ A ( ; .
i;! i-ai.'-;-;ada egzaminacyjna R'} ‘;:-‘ m Pu*apkl & |
il

~

ik Najlepsze kryterium 0 a, — () nie oznacza zbieiznosci szeregu.
W to nie to najbardziej e cceesesssisssaaaiaaas : :
. Zaawansowane. 0 L = 1 w kryterium ilorazowym i pierwiastkowym nie daje odpowiedzi.

Najlepsze kryterium to takie, € Obsenost (=11 ¥lie gwabi 2 sprasizeniswarinkéwilyerhim Leleriza
ktore najszybciej upraszcza '
strukture wyrazu. 0 Porawnuj tylko z szeregiem, ktérego zbieznosé znasz.
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MODUL 03

Zbieznos¢ szeregow: zadania mieszane

Cwiczymy nie tylko rachunki, ale przede wszystkim wybor wtasciwego kryterium.

= a]

-
. 2n +1
n Zadanie1l  Zbadajszereg Y — 5
a=g Tk 4
1. Rozpoznanie 2. Kryterium 3. Kluczowy rachunek 4. Interpretacja
e Dla duzych n: Stosujemy kryterium 2’; t1 ; el
s T r
2ﬂ+1 211 N 2 poréwnawcze ]],]'[] n* + 4 = ]1[[[ EEH;' I:]ﬂ ) 3 00 Orai sZereg
SR - g ne graniczne. L iﬂ A 3. = jest zbiezny.
1 b n=1 n’
* Naturalny model: — .
n
I
— 2n+1
| o Whiosek: Szereg Z jest zbiezny.
e e
3" |
Zadanie 2 Zbada)j szereg Z :
n=1 n'
1. Rozpoznanie 2. Kryterium 3. Kluczowy rachunek 4. Interpretacja
; - : bl ;
e Wystepuje potega 3" Kryterium ilorazowe. Niech an = —-. L =0 < 1, wiec na mocy
i silnia n!. Bl gn+1 w3 kry"teru.fm aln:zf:nwega
e Szybgi wzrost mianownika Gn (n+1)! 3= " ndl SCIRY IESt? ey
dopea sy s bezwzglednie.
— dobre kryterium: ilorazowe. ;o gins GREL - g T
n—oc (n n—oo 1+
: — 3"
| Whiosek: Szereg »_ =r jest zbiezny bezwzglednie.
\ — e —— — ———— =

B Zadanie 3 Zbadaj szereg z

1. Sprawdzenie zbieznosci 2. Stosujemy kryterium Leibniza
bezwzglednej do szeregu oryginalnego
Rozwazamy szereg z wartosci . 1

Niech b, = —.
bezwzglednych: | " Wn

i ‘[—1}“_1 ‘ i 1 = i 1 bn jESt malejqcydla n =k
=1 Vfﬁ n=1 ﬁ n=1 -_:-11-""2

3. Interpretacja

Szereg naprzemienny spetnia
warunki kryterium Leibniza,
a zbieznos¢ bezwzgledna nie zachodzi.

L ]

bo v/n rosnie.
. » Toszereg p-szeregowyz p = % < 1. 1 nh_ﬂ; b= r}lﬂu ? =0
| 22l 1 . b : . - £ {_l}n—]
e Zatem szereg ¥ —— jest rozbiezny. Spefnione s3 warunki kryterium o Whniosek: Szereg ) *———
vn Leibniza. _ N n=1 VN
Whniosek: brak zbieznosci bezwzglednej. s jest zbiezny warunkowo.
% 2 . = e —— - — 7

n Mini-zadanie (bez rozwiazania) B Schemat odpowiedzi na egzaminie

Poprawna odpowiedz powinna zawierac:

Zbadaj szereg Z (411 i ) . &) Nazwe uzytego kryterium.
n=1 on + 2 ) Kluczowy rachunek prowadzacy do wniosku.

( -\ ) Interpretacje otrzymanego wyniku.
Q Wsekazéwka: () Ostateczny wniosek o zbieznosci lub rozbieznosci.

Ktére kryterium usuwa potege n jednym ruchem?

f‘f Przyktadowe zdanie:
2

L = = < 1, wigec na mocy kryterium pierwiastkowego

= Oczekiwana metoda: kryterium pierwiastkowe. 3, e _
szereg jest zbiezny bezwzglednie.

. .o F
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SZEREGI POTEGOWE
[ SZEREG TAYLORA

Jak zamieni¢ funkcje na nieskonczony wielomian i okresli¢, gdzie to przyblizenie dziata

Cel modutu: Nauczyé¢ rozumie¢ szeregi potegowe, wyznaczaé
ich promien i przedziat zbieznosci oraz budowaé rozwiniecia
Taylora i Maclaurina.

Funkcja Przyblizenia wielomianowe
y=e* w otoczeniu 0
y ‘
stopien 1
4 4
34
i :
L -2
“ Y - »
* ! ; % o stopien 2
& 5 0 1 @2 3 i
S
W tym module opanujesz: i -
e strukture szeregu potegowego, -2 |
« promien zbieznosci,
» przedziat zbieznosci,
« badanie koncow przedziatuy, S
« szereg Taylora, stopien 4
« szereg Maclaurina,
» najwazniejsze rozwiniecia funkgji,
« wielomiany Taylora, i il f —

dziatania na szeregach,
przyblizenia i oszacowanie btedu.

Im wiecej wyrazow, tym doktadniejsze lokalne przyblizenie.
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Szereg potegowy

To nieskonczony wielomian zbudowany wokot wybranego punktu.

i
n Postac ogolna
|

20
Z cn(x — a)”
ﬂ'...—-.ﬂ'

. ¢, — wspotczynniki
a — srodek szeregu

x — Zmienna
A ;

n Trzy mozliwe zachowania

-

|x—a|{R}

}

szereg jest zbiezny

\

(bezwzglednie)

B Przyktad Z o

n=»0

%

B Gdy a =0

o0
Cp B
0

n=

To szereg potegowy

rozwiniety wokot zera.

\\"\-

x—a|=R

!

badamy konce osobno:
moga byc zbiezne lub rozbiezne

B Co si¢ zmienia

wzgledem zwyktego
szeregu liczbowego?

e Dla szeregu liczbowego pytamy:
czy jest zbiezny?

e Dla szeregu potegowego pytamy:
dla jakich wartosci x jest zbiezny?

i I

lx —al > R

= J

'

szereg jest rozbiezny

B Co dzieje sie na koncach?

e Dla x=1:

e To szereg geometryczny o ilorazie r = x.

o Szereg zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy |x| < 1,

czyli —1 < x < 1.

e Wtedy = 1
Mol
n=0

T

B Element wizualny

sprawdzac osobno

e Dax=-1:

1+141+4::-— szereg rozbiezny.

1l -14+1-1+4--- —
rowniez rozbiezny w zwyktym sensie
(nie jest suma skonczona).

o Zatem przedziat zbieznosci wynosi (—1, 1).

Szereg potegowy zachowuje sie jak rodzina nieskonczonych
szeregow liczbowych — po jednym dla kazdej wartosci x.

szereg zbiezny sprawdzac osobno
= .-'""\-\._ = _.r"'h\-.._ - 'I"H.
4 . 0
<% B ® = g
a= K a a+ R
N J e #
e | e

szereg rozbiezny

srodek szeregu
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MODUt 04

Jak znalez¢ promien zbieznosci?

Najczesciej sprowadzasz problem do nieréwnosci |z —a| < R.

n Co oznacza promien zbieznosci?

Dla szeregu potegowego

Z cn(x —a)”
n=0

promien zbieznosci R okresla odlegtos¢ od srodka a,

w ktorej szereg jest zbiezny.

lx —a| < R

to obszar zbieznosci szeregu potegowego.

Przyktad krok po kroku

o0 r — 2"
Rozwaz szereg ) { = E

n=1

* To szereg geometryczny:

% (57)

n=1

T —2
o |loraz: r = .
3
e Warunek zbieznosci: |r| < 1.

< 1 =% |x=2| <3

‘3:—2

* Promien zbieznosci: K = 3, srodek: a = 2.

Nie koncz |e
. Wyznaczenie promienia R nie konczy zadania,

jesli pytanie dotyczy przedziatu zbieznosci.
Musisz jeszcze osobno zbada¢ korce:
r=a—-R | oraz | z=a+R

Szereg moze byc zbiezny w koncu, w obu koncach

albo w zadnym.
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a Najczestsza metoda — kryterium ilorazowe

o0

Niech szereg ma postac Z an, gdzie a, = c,(x—a)".
rn=()
Oblicz
s ﬂﬂ+l
I, = hm
n—o0 dn

Aby szereg byt zbiezny, musi by¢ L < 1.

Nastepnie rozwigz nierownos¢ L < 1 wzgledem .

ﬂ Przyktad z kryterium ilorazowym

L
) (x—-1)"
Rozwaz szere :
; EE% n2n
_ (z-1)"
* @n = nan g
Gnpa|  |{=1* n2¢ | |Jz=3 n
Ve | [ D22 @@= 2 n+l
T —1 r—1
o D gl G, S
n— 00 . H-Fl 2
21

o Warunek zbieznosci: = 1.

lz — 1| < 2 == promien zbieznosci R = 2.

a Element wizualny

? #“J]:Ir—u!{:}-?;““ ‘?
| #I B
a— R a a+ R

Promierr mowi, gdzie na pewno dziata.
Konce trzeba zbada¢ osobno.



MODULt 04

Przedzial zbieznosci: konce badaj osobno

Promien daje otwarty przedziat. To, czy konce naleza do rozwigzania, zalezy od dwdch osobnych szeregéw.

n Schemat ﬂ Przyktad krok po kroku

e n
T
o Z nierdwnosci |z — a| < R otrzymujemy Badamy szereg Z —
Q a-R <z<a+R, ; n=1 ;
i — promien

czyli poczatkowo przedziat otwarty.

T
[ ™ i i —
* Podstawiamy t=a—-Roraz x=a+ R Testforazony . dn
do szeregu wyjsciowego i badamy zbieznosc . a;“ = |g] = 1 T
tych dwoch osobnych szeregow. :
g 5 e lim |21 | = |g[=L. Warunek: L<1 = |z|<1. |
n— o0 (ln |
B Odpowiedz * Promien: R = 1. Wstepny przedziat: (—1, 1). |
; - I e L e e |
[ L 1 : 1 ) — Iew.ry I-fcmlen: (z = -1) _ o (1)
_ * Po podstawieniu £ = —1 otrzymujemy E :
j n=1 i
ﬂ Cztery mozliwe typy odpowiedzi * To szereg Leibniza (naprzemienny), spetnia warunki
twierdzenia Leibniza.
W zaleinnéf:i od badan koncow, przedziat zbieznosci e Zbieiny. Zatem —1 nalezy do przedziatu.
mozemec |sdemvEczierech hSrttew: < 00 0 | Wise ol e b B e e BT e
(6-R, a+R) ---- 0O ® O --» —prawyknme:{:r::l} o
a-R a a+R A : 1
e Po podstawieniu £ = 1 otrzymujemy Z =
a-R,a+R) ~~— ® ® OF-a _ n=1
a—R a a+ R * [o szereg harmoniczny.
* Rozbiezny. Zatem 1 nie nalezy do przedziatu.
{G_R-E-I-R] ----G ¢ .._-+ \ y }‘ p y
a-R a a+ R
(a-R,a+R] ---- . .- B3 Mini-przykiad strukturalny
a-— R a 1 "'l" R Fet S

o Zatozmy, ze z testu (np. ilorazowego) otrzymalismy R = 4

ol R | a = 3.
@ Najwazniejsza zasada :

* Z nierdwnosci [z — 3| < 4 mamy —1 < & < T (przed testem koncow).

* Teraz analizujemy osobno:

1
L

g LLE

.f'ﬁ Nie zaktadaj, ze oba konce zachowuja sie
1/ tak samo. Kazdy punkt koricowy tworzy

inny szereg liczbowy. [1: =—1 J i o=
Element wizualny
|"r : --\H"l
| {e—R @+ B (a-R, a+R) (a —R, a+R] [a—R, a+R]
<O © O— <8 5 L= =0 E &> <8 o &
a—RBR a& a+R a—R a a+R ea—R a o+R a—H @& a+R
| wnetrze z promienia — konce z osobnych testow )
B Putapka egzaminacyjna
i ™
iz Jesli pytanie brzmi: ,\Wyznacz przedziat zbieznosci szeregu”, nie mozesz odpowiedzie¢ tylko ,R = 1",
Promien R i przedziat zbieznosci to dwie rézne czesci odpowiedzi.
\ /
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Szereg Taylora i szereg Maclaurina

Zapisz funkcje jako nieskonczony wielomian zbudowany z jej pochodnych.

n Szereg Taylora B Co oznaczajg symbole?
© £, e a — punkt rozwiniecia
f@=3 I @-ay y
=y v o f(a) —n-ta pochodna obliczona w punkcie @
NI it W e n! — silnia
"
a . A
f(z) = fla)+ f'(a)(z—a)+ f 2{1' ) (i_ﬂ)z % . e (z—a)" — kolejne potegi odlegtosci
' od punktu rozwiniecia
\ .-f! N -

ﬂ Przyktad: e®

' Dla f(z)=e" kazda pochodna réwna sie e*,

B Szereg Maclaurina

To szczegolny przypadek Taylora dla a = 0. | ~ wiec w punkcie 0 mamy f(0) = 1.

Stad

0 f(ﬂ}( ) 2 52
— 4 | e=14+24—+ —+--
fle)=), ——= | TS T
n= i 9‘3'“3; —‘
L e
5 = Z |
= . | b n=0 .
B Dlaczego to jest uzyteczne? ﬂ Element wizualny
g T h (" v A
e przyblizac¢ wartosci funkgji; &l :
* upraszczac trudne obliczenia;
- — P(x)=1+=z
* badac zachowanie funkcji lokalnie; 3
£
—— Pz)=1+2+—
e zastepowac funkcje wielomianami. (7] it
e T S A
4 I}w +1+E+§+E
|
X

Taylor wokét a: (z—a)”

Maclaurin: a = ()
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Najwazniejsze szeregi, ktore warto znac

Nie zawsze trzeba budowac rozwiniecie od zera. Czesto wystarczy rozpoznacé gotowy wzorzec.

| n Funkcja wyk{adnicza

o0 2n+1
il o 4r
— sinx = —
Z=: n! ?;( ) (2n + 1)
2 3 3 5
A 2P i i AL
e—1+m+2'+3!—i— sSiInz = I — 3g+51
Cosinus :El Szereg geometryczny
o0 ﬂ;’zﬂ 1 o0
COS T = -1)" = & | 1
Z( ) 2 =r ZI e iyl =
n=0 n=0
.'L'E fﬂ4 1 2 3
cosz =1 - — e = 1+z+z T
o T g O e A
B Logarytm B Arctangens |
o0 1 ;I:ﬂ o0 IEH-FE |
In(l1+2) = -1)"7" — arctanr =
( ) nz=:1( ) % g 2n + 1 |
z? z3 5':3 :EE
111(1-|—:II)::II—E-|-§—"‘ arctan:t?::r—EJrg—'
dla odpowiedniego zakresu x |
( \
Mapa wzorcow
2 ; ; _ 1

€ S1I1 O 5 COS I

wszystkie potegi, | ; -
| wszystkie znaki

k dodatnie

najprostszy wzorzec
geometryczny

parzyste potegi,
znaki naprzemienne

nieparzyste potegi,
znaki naprzemienne

B Pu{apka * Pamietaj o silniach (!) w e*, sin z i cos z.
e Zwracaj uwage na znaki naprzemienne w sin z, cos z, In(1 + z) i arctan z.

* Sprawdzaj zakres zbieznosci. Dotyczy to szczegolnie szeregow
wyprowadzonych z szeregu geometrycznego (In(1 + z), arctan z).

. 9 i i : — i _/
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Jak zbudowac¢ wielomian Taylora?

Policz pochodne, podstaw punkt rozwiniecia i utéz kolejne sktadniki.

n Wzor stopnia n
:

k)
Z f m—ﬂ,)k.

B Krok T — pochodne

flz) = Inx

R =%

Aokt

1

Al =ty

2 |

f(z) = 5.

B Krok 3 — podstawienie do wzoru

2

-1
Py(z) =0+ 1(z - )+F($ 1)° 3'(I-1)3
; = Ta®
= | Pyz) = (x-l)—(IQ ¥y (:""3 o)
Checklista

ustal a;
policz pochodne;

oblicz ich wartosci w a;

8 eepeoc

pamietaj o k!;
uzyj (x - a)®,
Putapka
\
Dla rozwiniecia wokét a # 0
A nie uzywaj automatycznie z";
poprawnie: (z — a)”.
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E Przyktad
:

Znajdz wielomian Taylora stopnia 3

funkcji f(z) =Inxz wokédt a = 1.

A

ﬂ Krok 2 — wartosci w punkcie a = 1

f(l) =0
fi(1) =1
(1) = -1
') = 2.

B Jak czytac wynik?

W poblizu £ =1 mamy

(e U ol
nr=(z-1) -
ne =~ (x-1) 5 3
E] Element wizualny
K| fB@) | Q) | skladnik
0 In x 0 0
1 . 1 z -1
I
1 - 1)?
2 i -1 wosl
g 2
2 -1)°
3| 2 ., | a8
T 3
u
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Jak tworzy¢ nowe szeregi
z tych, ktore juz znasz?

Podstawiaj, mnoz przez potegi, rozniczkuj i catkuj wyraz po wyrazie.

n Punkt startowy fﬂ Podstawienie ) "
4 g ' gt L |
| ¢ Chcemy rozwinac = .

00 1 1+ 2* :
| = — Z " o [apisujemy: T T~ EA)

I o W szeregu geumetrycznym podstawiamy z — —a°:

dla |z| < 1. .
E "

L_ A y 1_{ p Z da |-z°| <1, egyli |z| < 1.

1
[ =1-2*+z'-2+--- da |I|‘*~'1*]

|
-

1+ z?
- —— : —
EJ Mnozenie przez potgge podstaw pomnoz I3 Rozniczkowanie szeregu
\ g(z) przez z* -
* Mamy: o Start;

1 2 3 . n
1_$—1+I+J: +z° +:-- I_I—;r da |z| < 1.
g8l Il <L @ o Réz’niczkujemy WYraz po wyrazie:

e Mnozymy obie strony przez z°:
2 1 Z nzt=,

& l -z

_=IE+I3+I‘I+$5+"' ]._:I: n=1

l=-2z
da |z]| < L 00 : Otrzymujemy: w
7.3 ) s E z" 1 ) inx""
lmx e ST TP, ST IR n=0 By - &
dla Tl <l = 1+2%+3z2 +42° + -+
k dla |z| < 1. | A
) . L J
i r6iniczkuj catkj h

B Catkowanie szeregu
| m Schemat pracy

» Start: %=1+:r+:::2+1.'3+'-- da |z| < 1. ( . N
c lk i :Ed i 3 3 zmien argument ( )
a ulem;u 0 (I Znany pomné otrzyma
v 2 3 szereg i arai . ’ nowy
mdt . (1+t+t“+t"+---)dt rozniczkuj szereg
~ 4 catkuj \ /
z ne: oA = o & | \, -,
Lewa strone ﬁ = dt In(1-2z)
R
* Prawastrone: z + - & s 4o Putapka
= | 1 e e UL —
| 2 ia ; :
~In(l-2z) = z + o A RS Po kazdej transformacji sprawdz:
| o A * czy zmienit sie przedziat zbieznosci,
=Y L da <. el o
.. =1 B * czy konce przedziatu trzeba zbadac ponownie.
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Taylor jako narzedzie do przyblizen

Wielomian jest prostszy od funkcji, ale trzeba wiedzie¢, jak duzy moze by¢ btad.

n ldea

f(z) = Pp(z) + Ry ()
e P,(z) — wielomian Taylora.

 R,(x) — reszta, czyli btad przyblizenia.

__ff”-*”(@ y
RH(:}:) = (n-i—l)! (:1‘:—{1) +1

dla pewnego £ miedzy a a .

a Wzor na reszte Lagrange’a

Oszacowanie reszty:

M n+1
L <
| Bn(2)] < (n+1)!

jesli |f{”+”(t)| < M na rozwazanym przedziale.

B Przyktad
| Przybliz e wielomianem Maclaurina stopnia 2.
Py(z)=14+z+ m;
0.01

Pg([]'.l) =1+40.1+ T = 1k1fs

Zatem: EU.I ~~ 1105

n Oszacowanie btedu

M
R (0.1)] < 57 (0.1)°
Na [0,0.1] mamy e* < €, wiec wybieramy M = "',

0.1
IR,| < Eé" . 0.001

‘ @ Btad jest bardzo maty.
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e” i przyblizenia Taylora w okolicy = = 0

Y A
& 3.01
-= Piz)=1+z

2| 254

—= Plz)=14z+—
2.0
1.5+

-1 —-0.5 0 0.5 1

B Interpretacja

* |m wyzszy stopien n, tym lepsze przyblizenie.
* |m blizej punktu rozwiniecia a, tym zwykle
lepsze przyblizenie.

L=
@‘|—) 00 — Q
oD

oblicz wielomian

oszacuj btad
(reszte R,,)

wybierz punkt
rozwiniecia a P, (x) i przyblizenie

| stopien n P, (zq)

wybierz odpowiedni wielomian (punkt a i stopien n),

policz przyblizenie P, (xg),

sprawdz oszacowanie reszty I, (zo).

Nie myl wartosci przyblizenia
z oszacowaniem btedu —

to sg dwie rozne odpowiedzi.

=Y




MODUL 04

Taylor 1 szeregi potegowe: zadania mieszane

Rozpoznanie wzorca skraca rachunki bardziej niz mechaniczne liczenie pochodnych.

-~

Zadanie 1: Rozwin e*® w szereg Maclaurina.

L
M

e

B Zadanie 3: Znajdz pierwsze cztery niezerowe

45

* Znany wzorzec (szereg Maclaurina funkcji wyktadniczej):

> &
et = — .
== n
* Podstawiamy u = 2z1:

o
#a

n=>_0

(22)"
nl
e Wynik (szereg Maclaurina):

00
2
n=>0

* Pierwsze wyrazy:

\

(22)" J

R . @3)
TREEY

EEI e

1+ 22+

+ ‘. v

-H\'.

|
Zadanie 2: Rozwif —

|
r

wyrazy szeregu sin(z?).

* Znany wzorzec (szereg Maclaurina funkcji sinus):

Hﬂ T£5 u f

smu=u—§+ 5l 7l
* Podstawiamy u = z?:

sin (z°) = z° -

* Porzadkujemy potegi:

-

7 210 14
6

T 120 T 5040

sin(z%) = 2° -

_|_ .-

2 z°

® Pierwsze cztery niezerowe wyrazy:

7N = ’
\y/ Najpierw sprawdz wzorzec

® czy znam rozwiniecie te) funkcji?
* czy wystarczy podstawienie?

*  czy moge rozniczkowac
lub catkowac znany szereg?
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I

10

I

& Putapka
Budowanie szeregu Taylora ,,od zera” moze by¢ poprawne,
ale czesto niepotrzebnie dtugie.

14

» 6’ 120° 5040

-\'I\\"

A

_Ilr

-

I

L.
x .

] =
* Podstawiamy z — —z:
1

l-(-=z) Lo
e Wynik (dla |z]| < 1):

- 1 0o
a-n = -1)"z".
I 2 ,;]( Ve
* Pierwsze wyrazy (dla |z| < 1):

1
14z

N

=1-z+z’-22+z4---.

n Zadanie 4 — promien zbieznosci:

Zbadaj Z  =3) .

=4 na"
® Stosujemy kryterium ilorazowe.
x-3)" )
ay e AEED) £ i (z-3)
n5" (n+1)57+!
ans1| |z - 3|*+ __nsr |z - 3] n
Ay (n+1)57+! [z-3| 5 mn+l1
® Granica ilorazow:
hm ﬂn+1 — |E_3| :
=00 In E:I-
* Szereg zbiega bezwzglednie, gdy
r—3
% <1 = |z-3|<5.
o Promiefi zbienoéci: | R = 5.

% A

Punkty koncowe x = —2 oraz x = 8 nalezy zbadac osobno.

Na egzaminie liczy sie takze wybdr wydajnej metody.



MODUL 05

POWTORKA
PRZED EGZAMINEM

Wzory, decyzje | putapki, ktére warto miec Swiezo w pamigci przed wejsciem na sale.

Cel modutu: Skondensowa¢ caty materiat do kilku stron
szybkiej powtorki, ktore pomagajg aktywowac pamiec i
podejmowac poprawne decyzje podczas egzaminu.

W tym module znajdziesz:

® najwazniejsze wzory;

* szybkie drzewa decyzji;

* najczestsze btedy;

e koncowy test rozpoznawania metod;

* checkliste egzaminacyjna.

ROZPOZNAJ —  WYBIERZ — POLICZ — SPRAWDZ

catka szeregi promien
zbieznosci

Nie uczysz sie juz nowego materiatu.
Porzadkujesz to, co ma by¢ dostepne od razu.
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MODUL 05

Najwazniejsze Wzory —
szybka karta powtorkowa

Twoja scigga do bezposredniego powtorzenia przed kolokwium lub egzaminem.

B} CAtKl

Catkowanie przez czesci
fuﬂfvz uﬂ—f*udu

_ Catka niewtasciwa (drugi rodzaj) |

1
-

00 b
/f(m)dm—bliﬁ/f(m)dm

E} KRYTERIA

® Kryterium ilorazowe (d’Alemberta)

An+1
an

L= lhm

e [ <1 = zbiezny bezwzglednie
e L >1 = rozbiezny

e Kryterium pierwiastkowe (Cauchy’ego)

L= lim V|a,|

=00
]
o s ==

zbiezny bezwzglednie
rozbiezny

e Kryterium Leibniza (szereg naprzemienny)
oo

Dla szeregu > (—1)"by,:

n=]

bn ) (maleje monotonicznie)
by — 0

=> szereg jest zbiezny.
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F

¥} szereGl

® Szereg geometryczny
00
Z L ,
= l-1r

® Szereg p-harmoniczny

] <1

o0

1
Y~ — zbieiny dla p > 1
n=1 n¥

® Warunek konieczny zbieznosci

>0
Jesli Z a, jest zbiezny, to a, — 0.

n=1

, i
SN = & — — F —= =2

3! 5!

72 A

t:::)s:r:l—g-b-z—---

1 oo
m“: Zﬂ?ﬂ, |I|"-’-:1

n=I()



MODUL 05

Dwie minuty przed zadaniem: co rozpoznac?

Szybkie drzewa decyzji + btedy, ktdre najczesciej odbierajg punkty.

s !
n Drzewo: catki 1 ( E Drzewo: szeregi
i ) |
g'(z) widze g'(z) obok g(z)? —I-[ podstawienie } e : Taz9icany
g9(z) lim a,
g - n—00 i
= i \ =0 —> dalej
& iloczyn réznych = %, Y .L
9 | typéw funkeji? Rpgselets | :
—® Znany wzorzec? —» geametryerny )
; - \ p-szereg
P(z) uprosc /
funkcja wymierna? —> | dzielenie / ’
Q(z) ' utamki proste —e podobny do — 2 — | poréwnawcze
sin” z | potegi sinusa i f sprawdz ] —=e silnia? —> ilorazowe
cos" x | icosinusa? parzystosc
) | —e (... )"7 —>|  pierwiastkowe
vaz +b pierwiastek specjalne] " rozwaz | k
ub /a2 — 22| postaci? podstawienie g =1 2 —»| bezwzgledna
trygonometryczne + Leibniz
u T e 7 & J
e R
B Drzewo: szereg potegowy El Drzewo: Taylor
L - i - —  tak —
[ znajdz R J ‘ znam gotowy szereg? J—h uZyj wzorca
v | nie
[ zapisz ﬂtwaity przedziat ] Dol R b
[ sprawdz lewy koniec J ar o Dd;ﬁw; S a |
* -1 \ : = _4 P s
[ sprawdz prawy koniec | ‘ podziel przez n! |
* : %, # 4
[ podaj przedziat dodaj (z — a)"
\ 2 L BT T
" i T b T i B R i i 2l ™)
PULAPKA 1 PULAPKA 2 PULAPKA 3 PULAPKA 4 PULAPKA 5 | PULAPKA 6
an — 0 nie L=1 konce przedziatu w catkowaniu w catce ‘ Taylor wokét
oznacza w ilorazowym/ zbieznosci przez czesci niewtasciwe; a # 0 uzywa
zbieznosci pierwiastkowym bada sie nie zgub UZywal: geamicy, (z — a)".
szeregu. nie daje osobno. minusa. nie ,podstawiaj ‘
whiosku. nieskonczonosci”.
. P . . _J'I h
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MODULE 05

Test koncowy: czy rozpoznajesz
metode bez podpowiedzi?

Nie rozwigzuj wszystkiego od razu. Najpierw nazwij metode.

e = — — = — — = = — = — — = i
n Test rozpoznawania
E Zadanie 1: f:l.‘sin rdr Metoda: Oczekiwane: catkowanie przez czesci.
: 2z
E Zadanie 2: f 2L dx Metoda: Oczekiwane: podstawienie.
=, n
D Zadanie 3: Z E Kryterium: Oczekiwane: ilorazowe.
n=1
(a4 Qn n
I:] Zadanie 4: ; T 1) Kryterium: Oczekiwane: pierwiastkowe.
00 (_ l)u-l
D Zadanie 5: z Y Klasyfikacja: Oczekiwane: zbiezny warunkowo.
n=1 '
2 (z—=2)" 567
D Faidsnic B, Z ( ”) Co trzeba znalez¢?
o1 né promien + przedziat zbieznosci + osobne badanie obu koricow.
D Zadanie 7: Rozwin w szereg: cos(2z)
Pierwszy pomyst: uzy¢ znanego szeregu cosinusa i podstawic 2x.
J
f . : i
a Checklista przed egzaminem
| Potrafie rozpoznaé podstawienie | Wiem, kiedy uzy¢ kryterium pierwiastkowego
] Potrafie wybra¢ u i dv [ Potrafie sprawdzi¢ Leibniza
__J Pamigtam roznice miedzy catkg zwykly i niewtasciwg | Rozrézniam zbiezno$¢ bezwzgledna i warunkowa
__| Rozpoznajg szereg geometryczny | Potrafie znalez¢é promier zbieznoéci
_J Rozpoznaje szereg p | Pamietam o badaniu koncow
— Lawsze sprawdzam Lim g, | Znam podstawowe rozwiniecia Maclaurina
Wiem, kiedy uzy¢ porownania — AN ,
= s TEOSIE | Potrafie zbudowac wielomian Taylora
| Wiem, kiedy uzy¢ kryterium ilorazowego )
r' -
rozpoznaj strukture ~ —>»  wybierz metode = —>»  wykonuj rachunki
. /

Jezeli potrafisz poprawnie nazwa¢ metode przed rozpoczeciem obliczen,
jestes znacznie blizej poprawnego rozwigzania niz osoba, ktéra od razu
zaczyna manipulowac wzorami.
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